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伟大的统计学家
*#+,

-

#.+/

有一句名言!"所有的模型都是错误的#但其中有一些是

有用的
&

$这句话给出了现实中统计模型的现状
0

现实中不确定性无处不在#确定性 "正

确$模型是不存在的
0

如果
.+/

在现在这个时代#他可能会增加一句 "并且其中一些模

型是危险的$#尤其对于金融领域的一些模型
01223

年的金融危机#在某种程度上是由错

误的金融模型造成的#既有模型过于简单的原因又有模型过于复杂的原因
0

房地产经纪

人和买家依赖于一个隐式模型#它表明价格已经在高位#并且还会继续上涨
0

贷款人使

用统计模型来对打包的按揭产品进行分析设计#这似乎可以奇迹般地降低风险
0

然而最

后的结果是灾难性的#在
4

年之后仍然可以感受到房地产泡沫的影响
0

因此#如何进行有用的并且没有危险的金融分析呢% 首先应该对金融数据有一个基

本的理解#尤其是时间序列数据
0

因为不确定性是主要的影响因素#例如#可以应用概

率模型来描述资产收益率的频率分布
0

本书给出了大量的时间序列模型#它们可以对数

据进行描述&平滑和季节调整
0

要成为一个统计分析专家#没有对实际数据的分析经验是绝不可能的
0

蔡瑞胸教授

在本书中给出了进行实际数据分析所需的数据和统计工具
0

这里的统计分析工具是
!

软

件#它是一款开源的统计软件包#可以和现在的商业软件包媲美
0!

软件功能强大#免

费并且有数千个用于完成特定任务的添加包
0

蔡教授在书中给出了金融数据分析的几个

关键添加包
0

通过本书提供的数据集#你就可以应用
!

软件来学习金融时间序列的实际

应用
0

1256

年
7

月
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本书是原作者继 '

C?)A

$

(:(+@O:?)?;:)A':<#%#,:#(

(之后的又一本力作
0

由于金融

计量学和金融统计变得越来越重要#所以读者很迫切地需要这方面的资料
0

而国内相关

的教材目前还比较少#机械工业出版社及时引进了 '金融数据分析导论(的中文版权#

使得国内读者能够几乎和国外同步地学习该书的内容
0

本书应用开源的
!

软件#结合具体的金融数据来讲解金融数据的分析方法和模型
0

第
5

章首先向读者展示了可视化金融数据的基本概念&金融计量模型和它们在现实世界中

的丰富应用
0

第
1

章从线性时间序列模型开始#介绍常见的金融数据分析模型
0

第
6

章介

绍了
6

个金融数据分析的实际案例#读者可以从中学习线性时间序列模型在实际中的应

用
0

第
P

章介绍了波动率模型
0

第
4

章介绍波动率模型在金融中的实际应用
0

第
7

章介绍

如何处理高频金融数据
0

第
8

章介绍用量化方法进行风险管理#包括风险值和条件风

险值
0

对于实际的金融数据案例#本书应用免费的
!

软件给出了具体的分析过程和
!

代码
0

读者可以按照书中的讲授#一步一步地进行实践#加深对本书内容的理解
0

在本书的翻译过程中#我们得到了蔡瑞胸教授的帮助#他帮助译者澄清了一些问题
0

中文版对原书中发现的错误进行了相应的更正
0

本书第
5

章&第
6

章和第
4

章由尚秀芬翻

译#第
1

章&第
P

章&第
7

章&第
8

章由李洪成完成#其中郝瑞丽协助翻译了第
1

章的部

分内容
0

全书由李洪成进行统一定稿
0

本书的责任编辑盛思源为本书的出版付出了大量

的劳动#由于她的认真校对和修订#本书才能及时得以出版
0

另外#特别感谢明永玲编

辑对本书翻译工作的大力支持和帮助
0

本书的翻译还得到了上海金融学院的领导和同事

的帮助和支持#在此一并表示衷心的感谢
0

由于时间仓促#加之本人的精力和水平有限#

翻译不当之处在所难免#请读者和同行指正
0

李洪成

1256

年
7

月
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我经常会被读者问到有关金融时间序列分析的问题!你能否让金融数据分析更简单

些% 我也经常被我的学生问道!如何简化实证研究工作#统计学和金融学究竟存在怎样

的关系% 这些都是很重要的问题#它们促使我编写这本入门教材
0

为了简化实证数据分析#我决定使用
!

软件进行所有的分析
0

这样做是基于下面几

个原因
0

第一#

!

软件在大多数平台上都能免费使用
0

第二#已有许多研究人员针对金

融数据开发出很好的软件包#尤其是
!Q#9,:;(

提供了许多有用的软件包
0

第三#

!

软件

添加包的功能正在飞速增加#并且这种趋势还会继续下去
0

第四#我写过一些简单的
!

代码#用以在某些场合展示某些具体分析方法
0

这些代码起两个作用
0

其一#它们能满

足我展示概念和方法的特殊需要
0

其二#更重要的是#读者只要稍有一些
!

软件的使用

经验就可以简单地修改这些代码和命令以适应他们的需要#从而简化他们的金融数据分

析任务
0

为了使计量经济学和统计学的理论更简单易懂#我尝试以一种简洁的方法来讲解#

并应用大量实际案例来阐释这些内容
0

本书共有
8

章#其中两章为案例分析
0

这两章的案

例揭示了统计学与金融学之间的联系
0

其余章节用来帮助读者理解概念#获取金融数据

分析的经验
0

第
5

章介绍金融数据#并讨论了汇总统计量和数据可视化的知识
0

此外#还

介绍了
!

软件#这样读者就可以应用它来探索金融数据
0

第
1

章介绍线性时间序列分析

的基本内容#涵盖了商业&金融和经济学中常用的一些简单计量经济模型
0

在保持行文

简洁的同时#我尝试使该章内容尽量全面
0

该章还介绍了指数平滑预测法和模型比较方

法
0

第
6

章介绍了
6

个案例学习 )

;)(#(9"B

$

*

0

其中使用的模型并不简单#但是它们可以

帮助读者理解线性时间序列模型在实际应用中的价值和局限性
0

第
P

章介绍资产波动率的

不同计算方法#以及多种波动率模型
0

其中讨论的方法包括应用日开盘价&收盘价&最

高价和最低价的方法
0

同样#我尝试使该章的内容尽量全面#同时避免过多的理论细节
0

第
4

章介绍波动率模型在金融中的实际应用
0

该章旨在帮助读者更好地理解波动率的期限

结构#以及波动率在金融实践中的应用
0

第
7

章介绍如何处理高频金融数据#包括价格变

动&交易强度以及实际波动率的简单模型
0

最后#第
8

章介绍用量化方法进行风险管理#

包括风险值和条件风险值
0

该章涵盖风险评估的重要计量经济学方法和统计学方法#包

含基于极值理论和分位数回归的一些方法
0

本书包含许多图表和示例#它们旨在简化金融数据分析的过程#使结果容易理解
0

限于篇幅#不可避免地省略了一些重要内容
0

本书涵盖的内容与 '

C?)A

$

(:(+@O:?)?;:)A

':<#%#,:#(

(一书有部分重叠#但是本书所用到的案例都是全新的
0

借此机会#我感谢我的妻子
0

如果没有她的关心和帮助#本书就无法完成
0

同时我



也想感谢我的孩子#他们给予我很多灵感#帮助我编辑部分章节
0

另外还有许多读者和

学生不断给予我反馈和建议#他们的意见是弥足珍贵的
0

最后#我想感谢
%9#H#R":

-

A#

$

&

S);

K

"#A:?#=)A<:#,:

和他们的
T:A#

$

团队给予我的支持和鼓励
0

本书网站!
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书书书

第
!

章
!

金融数据及其特征

近年来!数量分析方法在商业和金融市场上的重要性持续增加!因为我们有丰富的数

据环境!经济和金融市场的数据比以前更加综合和完整
!

在许多国家!成百上千个变量的

数据可以更系统"更精确地搜集!计算处理上的便利和统计软件包的使用使得对复杂的高

维金融数据的分析成为可能
!

通过互联网!人们可以很容易地应用开源软件包下载公开的

金融数据!比如
"

软件
!

所有这些软件的特性和功能免费公开!因而被广泛使用
!

该书的目的是提供金融时间序列分析的基本知识!介绍分析金融数据的各种统计工

具!获得各种计量经济学方法的金融数据应用经验
!

第
#

章!我们首先分析了本书有关的

基本概念!通过实例引入了
"

软件
!

接下来!我们讨论
"

软件中用不同的方法可视化这些

金融数据
!

第
$

章回顾了非线性时间序列的基本概念!如平稳性和自相关函数!介绍处理

数据中序列依存关系的简单的线性模型
!

随后!讨论具有时间序列误差的回归模型"季节

性调整以及单位根的非平稳性和长期记忆的过程
!

本章还讨论了用指数平滑法进行预测以

及不同模型之间的比较
!

第
%

章对第
$

章介绍的模型进行具体应用!给出一些案例学习!

有助于帮助读者更好地了解和分析金融数据"实证模型以及进行统计推断!同时也指出了

线性时间序列模型在长期预测中的局限性
!

第
&

章主要讨论条件异方差模型的建模#即资产

收益率的条件方差$

!

首先介绍刻画资产波动率随时间演变的计量经济模型
!

本章还讨论

了不同的波动率模型的其他替代方法!包括使用资产的每日最高及最低价格来建模
!

第
'

章演示了不同波动率模型的应用!使用一些案例学习!给出波动率模型的建模步骤和过

程!并对各种波动率模型的优缺点进行讨论!包括扩散限制的连续时间模型
!

第
(

章是关

于高频金融数据的分析的
!

首先给出了高频数据的特性!分析高频数据相应的模型和方

法!应用非同步交易和竞价反弹策略来研究股票收益率之间的序列相关问题
!

此外!还研

究了交易间隔时间的动态性和分析交易数据的计量经济模型
!

特别地!我们讨论了应用逻

辑线性回归模型和概率模型#

)

*+,-./+012

$来分析股票价格在连续交易中的运动过程
!

最

后!使用日内对数收益率数据来研究实际波动率
!

第
3

章讨论金融头寸的风险度量及其在

风险管理中的应用!引入了风险值和条件风险值来量化在金融头寸持有期间的各种风险!

包括
"-4561.*-74

模型"极值理论"分位数回归以及阈值峰值理论
!

本书非常重视模型的应用和实证分析!每章都包含了很多实际的例子
!

在很多时候!

金融时间序列的经验特征是计量经济模型发展的动因
!

对某些案例!本书网站上给出了某

些具体分析的简单
"

脚本
!

每章后面的习题都给出了一些真实的数据可供使用
!

!"!

!

资产收益率

大多数金融研究都是针对资产收益率!而不是资产价格
!89/

)

,122

等#

#::3

$给出了使

用资产收益率的两个主要原因
!

首先!对于一个普通的投资者来说!资产收益率代表一个

完全的"尺度自由的投资机会的总结和概括
!

其次!资产收益率序列比价格序列更容易处

#



理!前者有更好的统计特性
!

然而!资产收益率有多种不同的定义
!

设
!

"

是
"

时刻的资产价格!下面给出本书中用到的一些资产收益率的定义
#

暂时假定

该过程资产不支付红利
#

单期简单收益率

假设投资者在一个周期内拥有某种资产!从第
";#

天到第
"

天!其简单毛收益率为%

#

$

%

"

&

!

"

!

"

'

#

或
!

"

&

!

"

'

#

#

#

$

%

"

$ #

#<#

$

相对应的单期简单净收益率#

4-/

)

21=1.*1.>*=

$或简单收益率#

4-/

)

21*1.>*=

$为%

%

"

&

!

"

!

"

'

#

'

#

&

!

"

'

!

"

'

#

!

"

'

#

#

#<$

$

表
#<#

给出了
$?##

年
#$

月苹果公司股票每日收盘价
#

从表
#(#

中可知!从
$?##

年
#$

月
@

日到
#$

月
:

日!持有苹果公司股票每日的总收益率为
#A%

"

B%:%C($

&

%:?C((

"

#C??3(#

相应的每日简单收益率为
?C3(D

!即#

%:%C($;%:?C((

$&

%:?C((B?C3(D#

多期简单收益率

假设从第
";)

天到第
"

天!这
)

个周期内持有某种资产!则
!

期简单毛收益率为%

#

$

%

"

'

)

(

&

!

"

!

"

'

)

&

!

"

!

"

'

#

*

!

"

'

#

!

"

'

$

*

)

*

!

"

'

)

$

#

!

"

'

)

&

#

#

$

%

"

$#

#

$

%

"

'

#

$)#

#

$

%

"

'

)

$

#

$

&

#

)

'

#

+&

?

#

#

$

%

"

'+

$

这样!

)

期简单毛收益率是其包含的这
)

个单期简单毛收益率的乘积!称为复合收益

率#

7+/

)

+>=0*1.>*=

$

#)

期简单净收益率为
%

"

'

)

(

B

#

!

"

;!

";)

$&

!

";)

#

为了说明这一点!表
#(#

给出了苹果公司股票的每日收盘价
#

由于
$?##

年
#$

月
$

日

和
:

日是星期五!所以每周的股票简单毛收益率为
#A%

"

'

'

(

B%:%C($

&

%@:C3?

"

#C?#?#

!

即每周的简单收益率为
#C?#D#

表
!#!

!

苹果公司股票从
$%!!

年
!$

月
$

日到
!$

月
&

日的每日收盘价

日期
#$

&

?$ #$

&

?' #$

&

?( #$

&

?3 #$

&

?@ #$

&

?:

价格#

E

$

%@:C3? %:%C?# %:?C:' %@:C?: %:?C(( %:%C($

在实际中!确切的时间区间对讨论和比较收益率是非常重要的#例如月收益率还是年

收益率$

#

若时间区间没有给出!这里隐含的假定时间区间为一年
#

如果持有资产的期限

为
)

年!则#平均$年度化收益率定义为

年度化的!

%

"

"

)

#$

'

&

#

)

'

#

+&

?

%

#

$

%

"

'+

(

&

#

'

)

'

#

这是由它所包含的
)

个单期简单毛收益率几何平均得到的!可用下式计算%

年度化的!

%

"

"

)

#$

&

1F

'

)

#

)

$

)

'

#

+&

?

2=

%

#

$

%

"

'+

(

&

'

#

,
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其中
1F

)

#

-

$表示指数函数!

2=

#

-

$是正数
-

的自然对数
#

因为算术平均值比几何平均值计

算起来容易!并且单期收益率一般很小!所以我们可用一阶泰勒#

G9

H

2+*

$展开来近似表示

年度化的收益率!则有

年度化的!

%

"

"

)

#$

"

#

)

$

)

'

#

+&

?

%

"

'+

%

#<%

&

然而!在有些应用中!式#

#<%

$的近似精确度可能不够
#

连续复利收益率

在引进连续复利收益率之前!先讨论复利收益率的效果
#

假定银行存款的年利率为

#?D

!最初的存款为
#

美元
#

如果银行每年支付一次利息!则一年后存款的净值变为
#I

#

#A?C#

$

B#C#

美元
#

如果该银行半年付息一次!则六个月的利息率为
#?D

&

$B'D

!一年后

净值为
#I

#

#A?C#

&

$

$

$

B#C#?$'

美元
#

通

常!如果银行一年付息
.

次!则每次支付的

利率为
#?D

&

.

!一年后存款的净值变成了

#I

#

#A?C#

&

.

$

. 美元
#

表
#($

给出了年利

率为
#?D

时!一些常用的时间间隔下存款
#

美元的净值结果
#

尤其是!净值
1F

)

#

?C#

$

"

#C#?'$

美元!这个值是 连续复利的结果

#

*14>2.+J7+=.-=>+>47+/

)

+>=0-=

K

$

#

我们

可以清楚地看到复利的效果
#

表
!#$

!

收益率复利效果的演示#期限为
#

年!

年利率为
#?D

$

!!!! !

类型 支付次数 每期利率 净值

一年
# ?C# E#C#????

半年
$ ?C?' E#C#?$'?

季度
& ?C?$' E#C#?%@#

每月
#$ ?C??@% E#C#?&3#

每周
'$ ?C#

&

'$ E#C#?'?(

每天
%(' ?C#

&

%(' E#C#?'#(

连续
L

E#C#?'#3

通常!连续复利的资产净值
/

可以表示为

/

&

01F

)

#

1

*

2

$ #

#<&

$

其中
1

是年利率!

0

是初始资本!

2

是持有资产的年数
#

由式#

#(&

$!则有

0

&

/1F

)

#

'

1

*

2

$ #

#<'

$

这里!

0

是从现在开始
2

年后价值为
/

的资产的现值
#

假定
1

是用连续复利表示的年利率
#

连续复合收益率

资产的简单毛收益率的自然对数称为连续复合收益率或对数收益率#

2+

K

<*1.>*=

$%

1

"

&

2=

#

#

$

%

"

$

&

2=

!

"

!

"

'

#

&

3"

'

3"

'

#

#

#<(

$

其中!

3"

B2=

#

!

"

$!与简单净收益率
%

"

相比!连续复合收益率
1

"

有很多优点
#

首先!对多

期收益率!我们有

1

"

'

)

(

&

2=

#

#

$

%

"

'

)

($

&

2=

'#

#

$

%

"

$#

#

$

%

"

'

#

$)#

#

$

%

"

'

)

$

#

$(

&

2=

#

#

$

%

"

$

$

2=

#

#

$

%

"

'

#

$

$

)

$

2=

#

#

$

%

"

'

)

$

#

$

&

1

"

$

1

"

'

#

$

)

$

1

"

'

)

$

#

这样!连续复合多期收益率是它所包含的连续复合单期收益率之和
#

其次!对数收益率具

有更容易处理的统计特性
#

为了说明这一点!我们再次考虑表
#(#

中苹果公司股票的日收盘价格
#

从
#$

月
@

日到

4!
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#$

月
:

日的日对数收益率为
1

"

B2+

K

#

%:%C($

$

;2+

K

#

%:?C((

$

"

?C3'D

!从
#$

月
$

日到
#$

月
:

日的周对数收益率为
1

"

'

'

(

B2+

K

#

%:%C($

$

;2+

K

#

%@:C3?

$

"

#C??D#

显而易见!周对数

收益率是该周的
'

个日对数收益率之和
#

资产组合收益率

若一个资产组合由
5

项资产组成!则该资产组合的简单净收益率是它所包含的各项资

产的简单净收益率的加权平均!其中每个资产的权重是该资产的价值占资产组合总价值的

百分比
#

设
3

是一个资产组合!它在第
6

项资产上的权重为
7

6

!那么
3

在
"

时刻的简单收

益率为
%

3

!

"

&

$

5

6

&

#

7

6

%

6"

!其中
%

6"

是组合中第
6

个资产的简单收益率
#

然而!资产组合的连续复合收益率没有上述方便的性质
#

如果简单收益率
%

6"

的绝对值

很小!我们有
1

3

!

"

"

$

5

6

&

#

7

6

1

6"

!其中
1

3

!

"

是该组合在
"

时刻的连续复合收益率
#

经常用这种

近似来研究资产组合的收益率
#

红利支付

如果一项资产周期性地支付红利!则我们需要修改资产收益率的定义
#

设
8

"

是一项

资产在第
";#

天和第
"

天之间支付的红利!

!

"

是该资产在第
"

个周期末的价格
#

这样!红

利并没有包含在
!

"

中
#

则
"

时刻的简单净收益率和连续复合收益率分别为

%

"

&

!

"

$

8

"

!

"

'

#

'

#

!

!

1

"

&

2=

#

!

"

$

8

"

$

'

2=

#

!

"

'

#

$

超额收益率

一项资产在
"

时刻的超额收益率是该项资产的收益率与某项参照资产的收益率之差
#

参照资产通常是无风险的!如美国短期国债收益率
#

简单超额收益率和对数超额收益率分

别定义为

9

"

&

%

"

'

%

?"

!

!

:

"

&

1

"

'

1

?"

#

#<3

$

其中!

%

?"

和
1

?"

分别是该参照资产的简单收益率和对数收益率
#

在金融学文献中!超额收益

率被认为是一个套利投资组合的盈利
#

在这个投资组合中!对某资产持有多头头寸而对其

参照资产持有空头头寸!且初始净投资额为零
#

注记!多头金融头寸是指持有某资产
#

空头头寸是指卖出不属于自己的资产!这需要通

过从已购买该资产的投资者那里借入资产来实现
#

随后的某天!卖空者有义务买进与借入时

完全相同数量的份额来偿还借出者
#

偿还时要求相等数量的份额!而不是相等数量的美元!

因此卖空者会由于该资产价格的下跌而获利
#

如果在空头持有期间该资产支付现金红利!这

些红利将支付给做空合约的买方
#

卖空者必须从自己的资源里支付相应的现金红利来补偿借

出者
#

换句话说!空头方有义务支付所借资产的现金红利给资产的借出方
#

关系小结

简单收益率
%

"

与连续复合对数收益率
1

"

的关系是

1

"

&

2=

#

#

$

%

"

$!

!

%

"

&

1

1

"

'

#

如果收益率
%

"

与
1

"

用百分数表示!则有

;
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1

"

&

#

#??2=#

$

%

"

$

#??

!

!

%

"

&

#??

#

1

1

"

&

#??

'

#

$

把收益率进行时间累加!则有

#

$

%

"

'

)

(

&

#

#

$

%

"

$#

#

$

%

"

'

#

$)#

#

$

%

"

'

)

$

#

$

1

"

'

)

(

&

1

"

$

1

"

'

#

$

)

$

1

"

'

)

$

#

如果连续复合年利率为
1

!则资产现值与资产的未来价值之间的关系为

/

&

01F

)

#

1

*

2

$!

!

0

&

/1F

)

#

'

1

*

2

$

例
!"!

!

若某项资产的月对数收益率为
&C&(D

!则相应的月简单收益率是
#??

'

1F

)

#

&C&(

&

#??

$

;#

(

B&C'(D#

同样!若某项资产在一个季度内的月对数收益率分别为
&C&(D

"

;3C%&D

!

图
#(#

!

MN6

股票从
$??#

年
#

月
$

日到
$?#?

年

#$

月
%#

日的日收益率时序图

和
#?C33D

!则该资产季度的对数收益率为

#

&C&(;3C%&A#?C33

$

DB3C@:D#

图
#(#

显示了
MN6

股票的日简单收益率

及其对数收益率的时序图!从
$??#

年
#

月
$

日到
$?#?

年
#$

月
%#

日!共有
$'#'

个观测

值
#

从图
#(#

可知!和简单收益率相比!对

数收益率更简单
#

事实上!简单收益率和对

数收益率之间的相关系数为
?C:::3#

这是

可以理解的!因为当
-

接近零时!

2+

K

#

#A

-

$

"

-#

在样本持续期内!

MN6

股票的日简

单收益率的数额很小
#

!"$

!

债券收益和价格

债券是一种金融工具!在到期日!向债券的持有者支付票面价值#或面值$

#

有些债券

根据票面利率#

7+>

)

+=

)

9

H

/1=.

$定期支付利息
#

而零息债券则不需要定期支付利息
#

债券

收益率是持有债券至到期日!投资者将收取的回报
#

在金融上!有几种类型的常用债券
#

这些债券的收益率是指当期收益率和到期收益率#

O-120G+69.>*-.

H

!

OG6

$

#

当期收益率

当期收益率是指每年支付给投资者回报的百分数
#

从数学上!我们有

当期收益率
&

支付的年度利息额
债券的市场价格 *

#??D

例如!一个投资者购买债券支付
:?

美元!债券面值#也称为面值#

)

9*P92>1

$$为
#??

元!债券的票面利率为每年
'D

!则该债券当期收益率为

<

"

&

#

?C?'

*

#??

$&

:?

*

#??D

&

'C'(D

这里!我们用下标
"

表示收益率通常随时间变化
#

从定义可知!当期收益率不包含任何投

资过程中的资本收益或损失
#

对于零息债券!收益率的计算方法如下%

当期收益率
#

&

面值
$购买价格

#

'

)

'

#

=!
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这里!

)

指用年度表示的到期时间
#

举例来说!如果投资者购买零息债券!支付
:?

美

元!其面值为
#??

美元!该债券在
$

年内到期!则该债券的收益率为
<

"

B

#

#??

&

:?

$

#

&

$

;

#B'C&#D#

到期收益率

当期收益率没有考虑货币的时间价值!因为它没有考虑投资者未来收到的债券利息的

当前价值
#

因此!一个较为常用的债券投资收益是到期收益率#

OG6

$

#

然而!到期收益率

的计算更复杂
#

简单地说!到期收益率是通过将债券的价格与将来所有的现金流入的现值

相等而计算出的收益率
#

在购买日和到期日之间!假设该债券的投资者收到
)

期利息支付
#

>

为债券的到期收益率!

!

为债券的价格!则有

!

&

0

#

#

$

>

$

0

$

#

#

$

>

$

$

$

)

$

0

)

$

?

#

#

$

>

$

)

这里!

?

为债券的面值!

0

6

是第
6

期的利息支付
#

假定每年的债券票面利率为
!

!每年支

付次数为
.

!到期时间为
2

年!则债券利息每期的现金流入为
?

!

&

.

!支付期数为
)B.2#

债券价格和到期收益率计算如下

!

&

!

?

'

.

#

#

$

>

$

#

#

#

$

>

$

$

$

)

$

#

#

#

$

>

$

(

)

$

?

#

#

$

>

$

)

&

!

?

.

'

>

#

'

#

#

#

$

>

$

(

)

$

?

#

#

$

>

$

)

下表给出了债券价格和到期收益率的一些结果!这里假设
?B#??

美元!票面利率为

'D

!每半年支付一次!到期时间为
%

年
#

到期收益率#

D

$ 半年收益率#

D

$ 债券价格#美元$

( %C? :3C$:

3 %C' :&C(3

@ &C? :$C#&

: &C' @:C(@

#? 'C? @3C%#

从表中可以看到!随着债券到期收益率的增加!债券价格在下降
#

换句话说!到期收

益率和债券价格成反比
#

在实践中!通过观测到的债券价格!可以计算出到期收益率
#

一

般不容易得到精确的解!但我们可以获得一些精确的近似解
#

例如!在前面的表中!购买

债券的投资者支付的价格为
:&

美元!则到期收益率在
3D

!

@D

之间
#

通过试验 更正错误

的试验!得到投资者每年到期收益率约为
3C$(D#

许多金融机构提供在线程序来计算债券

到期收益率及其价格!例如!

Q-012-.

H

投资公司
#

到期收益率#

D

$ 半年收益率#

D

$ 债券价格#美元$

3C# %C'' :&C&#

3C$ %C( :&C#(

3C% %C(' :%C:?

3C$' %C($' :&C?%

3C$( %C(% :&C??

@
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美国政府债券

美国政府发行各种债券!为其债务进行融资
#

这些债券包括短期国债"中期国债和长

期国债
#

下面给出这些债券的简单描述
#

%

短期国债#

G*194>*

H

N-224

!

G<N-224

$在一年或一年以内到期
#

在到期前!它们不支

付任何利息!按照面值来折价出售!从而产生正的到期收益率
#

常用的期限有
$@

天#

#

个月$"

:#

天#

%

个月$"

#@$

天#

(

个月$和
%(&

天#

#

年$

#

最低的购买价格是

#??

美元
#

短期国债折现收益率#相当于用年表示的当期收益率$计算如下%

折现收益率%

D

&

&

?

'

!

?

*

%(?

到期持有天数*

#??

%

D

&

这里!

?

和
!

分别表示债券的面值和购买价格
#

美国财政部每星期四宣布
#%

周和
$(

周国债的发行数量!接下来的周一举行拍卖!周四进行结算
#

每周一宣布

&

周国债发行数量!周二拍卖!周四结算
#

第
&

个星期四宣布
'$

周国债的发行数

量!接下来的周二拍卖!周四结算
#

%

中期国债#

G*194>*

H

R+.14

!

G<R+.14

$在
#

!

#?

年内到期
#

每
(

个月支付一次利息!

面值为
#???

美元
#

这些票据在二级市场上以面值的
%$

进制的百分数来报价
#

例

如!报价为
:'S?@

!这说明该债券以折价进行交易!即价格为#

:'A@

&

%$

$

I#???

&

#??B:'$C'

美元
#

当我们讨论美国政府债券市场的时候!

#?

年期国债已经成为报

价频率和安全性最高的债券
#

详见下一节芝加哥期权交易所#

8T-79

K

+N+9*0

U

)

.-+=4VF7T9=

K

1

!

8NUV

$的
#?

年期债券
#

图
#<'

和图
#<3

分别列出了美国
#?

年

期政府债券日收益率及其收益率的时序图
#

%

长期国债#

G*194>*

H

N+=04

!

G<N+=04

$有更长的到期期限!从
$?

!

%?

年不等
#

每
(

个月支付一次利息!政府一般发行
%?

年期的国债
#

从
$??#

年
#?

月
%#

日开始!

%?

年期债券暂停了
&

年零
(

个月
#

在
$??(

年
$

月政府开始重新发行!每季度发行

一期
#

!"'

!

隐含波动率

股票期权是一种金融合约
#

股票
W

的看涨期权是这样一种合约!即合约持有者在给定

的期间内以约定的价格购买一定数量股票
W

的权利!而不是义务
!

同时!股票
W

的看跌期

权是这样的一种合约!即合约的持有者在给定的期间内以约定的价格卖出一定数量股票
W

的权利!而不是义务
!

这里约定的价格称为执行价格#

4.*-51

)

*-71

$!给定的时间期间称为

到期日#

.-/1.+/9.>*-.

H

$

!

在美国!每份股票期权通常包含有
#??

股股票
!

期权在期权市

场进行交易!如芝加哥期权交易所#

8NUV

$

!

期权有很多种类型
!

常用的有欧式期权!即

只有在到期日才可行使其权利
!

美式期权!可以在到期日及到期日之前的任何时刻行使其

权利
!

详细的介绍参见
X>22

#

$?##

$

!

如果期权在立即执行时给其持有人的现金流为正!我

们称这种期权为价内期权#

-=<.T1</+=1

H

$

!

如果期权在执行时!给持有人的现金流为负!

我们称其为价外期权#

+>.<+J<.T1</+=1

H

$

!

最后!如果期权在执行时给持有人的现金流为

零!我们称它为平价期权#

9.<.T1</+=1

H

$

!

A!

金融数据及其特征
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股票期权价格的影响因素有很多!比如执行价格"无风险利率"当前股价以及股票的

波动率
!

例如!著名的
N2975<Y7T+214

模型
!

该模型在股票价格服从几何布朗运动的前提

下!推导出其解析解
!

本章中!只要注意到
N2975<Y7T+214

模型中唯一的一个不能直接观测

到的因子是股票的波动率就可以了
!

这里的波动率指股票价格的条件标准差
!

在实践中!

我们可以用观测到的股票价格和
N2975<Y7T+214

模型来反向推导出其波动率!这个波动率称

为隐含波动率#

-/

)

2-10P+29.-2-.

H

$

!

类似于债券到期收益率的实现过程!隐含波动率可以近

似得到
!

大家都熟知的隐含波动率是芝加哥期权交易所#

8NUV

$的波动率指数#

Z+29.-2-.

H

M=01F

!

ZM[

$

#

该指数最初在
#::%

年推出!目的是通过
Y\]#??

平价指数期权价格来度量
%?

天

!

图
#<$

!

从
$??&

年
#

月
$

日到
$?##

年
##

月
$#

日

芝加哥期权交易所波动率指数的时序图

隐含波动率的市场期望值
!

该指数在
$??%

年由芝加哥期权交易所修订!修订后的指数

反映了期望波动率新的度量方法
!

现在是

Y\]'??

指数#

Y][

$和估计的期望波动率的

加权平均!权重是一个很大范围的执行价格

下的
Y\]'??

指数看涨期权及看跌期权的

价格
!

详细信息请参阅
8NUVZM[

白皮书
!

新的
ZM[

通常被视为市场恐慌情绪的影响

因素!在金融市场上发挥着重要的作用
!

事

实上!波动率指数的期货和期权也在芝加哥

期权交易所进行交易
!

图
#($

显示了从
$??&

年
#

月
$

日到
$?##

年
##

月
$#

日修订后的
ZM[

指数的时序图!

共
#:@@

个观测值
#

从图
#($

中可知!在
$??@

年年底和
$??:

年年初!金融市场的波动性非

常高
#

在
$?##

年市场的波动性也很高
#

在后面的章节!我们将分析波动率指数
#

关于资产波

动率更详细的信息!请参阅本书的第
&

章
#

!"(

!

)

软件包及其演示

在研究金融数据的真实例子之前!我们先简要地介绍本书中广泛应用的
"

软件
!

当数

据分析中需要用到相关的
"

添加包及其命令时!将给出相应的介绍
!

我们的目的是使实证

分析尽可能容易!这样读者可以自己运行程序来得到本书给出的结果
!

"

是一款免费软件!可以从
T..

)

%&&

^̂ Ĉ*<

)

*+

_

17.C+*

K

下载
!"

可以在很多操作系统

上运行!包括
-̀=>F

"

697UY[

和
a-=0+̂ 4!

在
"

软件的网站上我们可以点击*

8"WR

+!

选择附近的
8"WR

镜像!下载并安装该软件并选择其添加包
!

最简单的安装方法是按照在

线指导!使用默认选项来完成
!

由于
"

是一个开放源代码软件!所以它包含了研究者开发的

数百个添加包!以供世界各地的研究人员进行各种统计分析和应用
!

对于金融时间序列分析!

b-1.T12/ a>1*.c

博士和他的同事开发了很多有用的软件包!包括
JN94-74

"

Jd9*7T

和
J]+*.J+2-+!

B

第
#

章
!

#?



本书中我们使用这些添加包的很多功能
!

我们还可以使用
"

其他的添加包!这些添加包功能

更强大和易于使用!如
"

中用于极值分析的
1P-*

添加包
!

关于
"

安装及命令的更多信息!可

在本书的网页或作者的教学网页上找到
!

现在有多本关于
"

的入门书籍!例如!可以参见

W021*

#

$?#?

$和
8*9̂21

H

#

$??3

$

!"

命令区分大小写!必须完全遵守
!

!"("!

!

)

软件包的安装

使用默认选项安装
"

软件后!将在计算机桌面上创建一个
"

图标
!

只需双击该
"

图

标!即可启动
"

程序
!

对于
a-=0+̂ 4

系统!将会给出一个带有命令菜单和
"

控制台的

!"#$

窗口
!

要安装
"

添加包!可以单击菜单*程序包+!选择*安装程序包+来选择需要安

装的添加包
!

这时会弹出一个窗口!询问用户选择
"

镜像#和前面提到过的
"

安装相类

似$

!

选择好镜像后!会弹出另一个窗口!里面包含所有可用的添加包!可以单击所需的

添加包进行安装
!

安装完成添加包后!可以通过单击*程序包+菜单的*加载程序包+子命令!就可以将该添

加包加载到
"

中
!

单击该子命令后!会弹出一个窗口!它列出所有已经安装的添加包!供用

户进行选择
!

另一种加载添加包的方法是使用
%$&'(')

命令
!

详见下面讨论中的演示
!

!"("$

!

*+,-./01

软件包

首先!我们看看常用的
"

添加包!可以从一些开放源直接下载金融数据!这些网站包

括雅虎财经"谷歌财经和圣路易斯联邦储备银行的联邦储备经济数据库#

Q"Vb

$

!

强烈建

议安装
e1JJ*

H

开发的
f

>9=./+0

添加包
!

该添加包还需要安装
GG"

"

F.4

和
c++

三个额外的

添加包
!

安装完毕以后!

f

>9=./+0

添加包允许用户与互联网连接!用户可以使用一些命令符来

访问雅虎和谷歌财经的日股票数据!使用这些序列名称来访问来自联邦储备经济数据库超

!

图
#<%

!

从
$??3

年
#

月
%

日至
$?##

年
#$

月
$

日苹果公

司股票的日收盘价及成交量的时序图

过
#???

个经济和金融时间序列数据
!

命令是
*+,-).&/%0

!

该添加包有很

好的功能!例如!命令
12(',-+'$+0

可以直接画出这些序列的收盘价和交易

量的时序图
!

这两个命令的默认选项对

于分析金融时间序列来说是足够的
!

每

个人都可以使用其子命令进一步扩展该

添加包的功能!如在命令
*+,-).

<

&/%0

中设定收益率的时间跨度
!

有兴

趣的读者可以查阅这些命令的相关描

述
!

这里!我们提供一个简单示例
!

图
#<%

显示了苹果公司股票从
$??3

年
#

月
%

日至
$?##

年
#$

月
$

日的日收盘价

及成交量的时序图
!

该图显示了最近可

C!

金融数据及其特征
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!

!
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观测数据的价格和交易量
!

12(',-+'$+0

中的子命令
,2+.+

B

342$,+3

可用来设置时序

图的背景!默认为黑色
!

图
#<&

显示了从
#:&@

年
#

月至
$?##

年
##

月美国月失业率的时序

图
!

图
#<'

显示了从
$??3

年
#

月
%

日至
$?##

年
#$

月
$

日
#?

年期美国国债日利率的时序

图
!

这些利率来自芝加哥期权交易所#

8NUV

$!数据来自雅虎财经网站
!

由于没有成交量!

所以在
12(',-+'$+0

中!子命令
567 89::

常常用来表示时序图中忽略交易量
!

命令

2+(;

和
,($%

分别给出数据集的前
(

行数据和最后
(

行数据
!

图
#(&

!

从
#:&@

年
#

月至
$?##

年
##

月美国

月失业率的时序图

!

图
#('

!

从
$??3

年
#

月
%

日至
$?##

年
#$

月
$

日

美国
#?

年期国债日利率的时序图

带有
2

+,-./01

添加包的
)

演示#本书中的
"

输出经过了排版编辑!*

&

+表示命令提示

符"

D

表示其后为注释内容$

DE

第
#

章
!



!"("'

!

)

的基本命令

启动
"

以后!要做的第一件事是设置工作目录
!

所谓工作目录!是指我们存放数据集

和输出结果的计算机目录
!

可以用两种途径实现
!

第一种方法是单击*文件+菜单的*改变

工作目录))+子命令!弹出一个窗口!此时可以选择所需要的目录
!

第二种方法是通过
"

控制台!使用命令
0+,4;

来设置工作目录
!

具体可以参考下面的演示
!

"

是一款面向对象的软件!可以处理多种类型的对象
!

本书中我们不需要研究
"

中对象

的详细信息!用到时将给出解释
!

可以说!

"

允许给变量赋值!通过变量名称来引用这些值
!

赋值运算符是*

'

;

+!也可以使用*

B

+

!

比如!*

F

'

;#?

+表示把
#?

这个数值赋给变量*

F

+!

这里
"

把*

F

+作为一个实数序列!其第一个元素为
#?!

有几种方法可以将数据加载到
"

的工

作空间!具体方式取决于数据的格式
!

对于简单的纯文本数据!其命令是
'+(;

C

,(&%+

!

对

于
C

10<

文件!命令是
'+(;

C

10<

!

可以用单引号或者双引号来指定数据文件!详见
"

代码演

EE!

金融数据及其特征



示
!"

将数据作为对象!通过为它们指定的名称来引用这些数据
!

对于上述两个数据加载命

令!

"

将数据存储在矩阵框中
!

还可以使用命令
;$.

#即!维度$来查看数据集的大小
!

最后!

"

中的基本操作和我们通常使用的软件类似!可以使用命令
=

#$选择退出
!

)

代码演示

!"3

!

金融数据的例子

在本节中!我们研究金融时间序列收益率的变化!图
#<(

给出了从
$??3

年
#

月
&

日至

$?##

年
#$

月
$

日苹果公司股票的日对数收益率的时序图
#

根据前面的定义!日对数收益

率简化为股票价格对数的变化
#

在
"

中!序列的变化可以很容易通过对数价格的差#

0-JJ1*<

1=71

$得到
#

具体来说!

1

"

B2=

#

3"

$

;2=

#

3";#

$!这里
3"

表示
"

时刻的股票价格
#

在演示中!

我们使用调整后的价格来计算股票的对数收益率!因为在样本期间!调整后的股票价格考

虑了股票的分割
#

从图
#<(

中可以看到%

#

$存在一些大的异常值,

$

$这些收益率序列在某

些时期波动很大!而在其他时候是稳定的
#

前者称为资产收益率存在着厚尾现象!后者称

为收益率波动集聚#

P+29.-2-.

H

72>4.1*-=

K

$现象
#

图
#<3

显示了从
$??3

年
#

月
&

日至
$?##

年
#$

月
$

日
#?

年期国债到期收益率日变化的

时序图!

#?

年期国债的到期收益率显示出和苹果公司股票日收益率相类似的特征
#

图
#<@

提供了欧元&美元汇率日对数收益率的时序图
#

同样!汇率的日对数收益率和股票的日对

数收益率表现出了相同的特性
#

图
#<:

中给出了欧元&美元的日汇率!数据来自
Q"Vb#

,E

第
#

章
!



图
#<(

!

从
$??3

年
#

月
&

日至
$?##

年
#$

月
$

日

苹果公司股票的日对数收益率的时序图

!

图
#(3

!

从
$??3

年
#

月
&

日至
$?##

年
#$

月
$

日

#?

年期国债的收益率日变化的时序图

图
#<@

!

欧元&美元汇率日对数收益率的时序图
!

图
#<:

!

#:::

年
#

月
&

日到
$?##

年
#$

月
#(

日

欧元&美元的日汇率

)

代码演示

4E!

金融数据及其特征



!"4

!

收益率的分布性质

为了更好地理解资产收益率!我们先来研究这些资产收益率分布的性质
#

为了研究不

同资产"不同时期收益率的行为表现!考虑一个
5

个资产的集合!在
F

个时间周期内持有

这
5

个资产!即
"B#

!)!

F#

对每个资产
6

!

1

6"

表示在
"

时刻的对数收益率
#

要研究的对

数收益率为-

1

6"

,

6B#

!)!

5

,

"B#

!)!

F

.

#

也可以考虑简单收益率-

%

6"

,

6B#

!)!

5

,

"B#

!)!

F

.和对数超额收益率-

:

6"

,

6B#

!)!

5

,

"B#

!)!

F

.

#

统计分布及其矩的回顾

我们简要地回顾一下统计分布的基本性质和随机变量的矩
#%

) 表示
)

维欧几里得空

间!

"

(

%

) 表示
"

是
%

) 中的一个点
#

考虑两个随机向量
#B

#

G

#

!)!

G

)

$

g

和
$B

#

H

#

!)!

H

I

$

g#

令
!

#

#

(

/

!

$

(

J

$表示
#

在子空间
/

)

%

) 且
$

在子空间
J

)

%

I 中的概率
#

大多数

时候!这里都假定随机向量是连续的
#

联合分布

函数
?

G

!

H

#

"

!

%

,

!

$

B!

#

#

*

"

!

$

*

%

,

!

$表示变量
#

与
$

的参数为
!

的联合分布函

数!其中
"

(

%

3

!

%

(

%

I

!不等号*

*

+是分量对分量的运算
##

和
$

的规律可由联合分布函

数
?

G

!

H

#

"

!

%

,

!

$来刻画
#

例如!

G

和
H

之间的线性相依性可以由联合分布的协方差来给

出
#

如果
#

和
$

的联合概率密度函数
KG

!

H

#

"

!

%

,

!

$存在!则

?

G

!

H

#

"

!

%

,

!

$

B

+

"

;L

+

%

'L

K-

!

>

#

&

!

'

,

!

$

0:07

这里!

#

和
$

是连续随机向量
#

边际分布

#

的边际分布为

?

G

#

"

,

!

$

&

?

G

!

H

#

"

!

L

!)!

L

,

!

$

这样!

#

的边际分布可通过对
$

求积分得到
($

的边际分布也可以类似得到
#

如果
)B#

!

G

是一个标量随机变量!其分布函数变成

?

G

#

-

$

&

!

#

G

*

-

,

!

$

称为
G

的累积分布函数#

8>/>29.-P1b-4.*-,>.-+=Q>=7.-+=

!

8bQ

$!简称为分布函数
#

一

个随机变量的分布函数是非递减的!即对于
-

#

*

-

$

则有
?

G

#

-

#

$

*

?

G

#

-

$

$!且满足

;E

第
#

章
!

#%

!

!

$?



?

G

#

;

L

$

B?

!

?

G

#

L

$

B##

对于给定的概率
3

!使
3

*

?

G

#

-

3

$成立的最小实数
-

3

称为随

机变量
G

的第
3

分位数#

f

>9=.-21

$!更具体地!有

-

3

&

-=J

-

-

-

3

*

?

G

#

-

$.

本书中我们用
8bQ

来计算检验统计量的
3

值
#

条件分布

给定
$

*

%

的条件下!

#

的条件分布为

?

G

L

H

*

>

#

"

,

!

$

&

!

#

#

*

"

!

$

*

%

,

!

$

!

#

$

*

%

,

!

$

若概率密度函数存在!则在给定
$B

%

的条件下!

#

的条件密度为

K-

L>

#

"

,

!

$

&

K-

!

>

#

"

!

%

,

!

$

K

>

#

%

,

!

$

#

#(@

$

其中!边际密度函数
K

>

#

%

,

!

$可由下式得到

K

>

#

%

,

!

$

&

+

L

'L

K-

!

>

#

"

!

%

,

!

$

0"

由式#

#<@

$可知!联合分布"边际分布和条件分布之间的关系可以表示为

K-

!

>

#

"

!

%

,

!

$

&

K-

L>

#

"

,

!

$

*

K

>

#

%

,

!

$ #

#<:

$

这个等式关系在时间序列分析中经常用到#如在极大似然估计时$

#

最后!

#

与
$

是相互独立

的随机向量!当且仅当
K-

,>

#

"

,

!

$

B

K-

#

"

,

!

$

#

这时!

K-

!

>

#

"

!

%

,

!

$

B

K-

#

"

,

!

$

K

>

#

%

,

!

$

#

随机变量的矩

一个连续型随机变量
G

的
"

阶矩定义为

.g

"

&

M

#

G

"

$

&

+

L

'L

-

"

K

#

-

$

0-

其中
M

表示期望#

1F

)

17.9.-+=

$!

K

#

-

$是
G

的概率密度函数
#

一阶矩称为
G

的均值#

/19=

$

或期望#

1F

)

17.9.-+=

$!它用来度量该分布的中心位置!记为
#

-

#

对于资产!感兴趣的是它

的均值是否为零
#

换句话说!我们通常认为原假设为
N

?

S

#

-

B?

!其备择假设为
N

O

S

#

-

-

?

!或者
N

?

S

#

-

*

?

!其备择假设为
N

O

S

#

-

&

?#

第
"

阶中心矩定义为

.

"

&

M

'#

G

'

#

-

$

"

(

&

+

L

'L

#

-

'

#

-

$

"

K

#

-

$

0-

这里假定上式中积分存在
#

二阶中心矩可以度量
G

偏离其均值的程度!称为
G

的方差#

P9<

*-9=71

$!记为
$

$

-

#

方差的正平方根
$

-

!称为
G

的标准差#

4.9=09*001P-9.-+=

$

#

对于资产收

益率!方差#或标准差$是测量不确定性的指标!因此经常用于资产的风险管理和度量
#

随

机变量的正态分布可由它的前两阶矩来确定
#

而对于其他分布!可能需要更高阶的矩
#

G

的三阶中心矩度量关于其均值的对称性!而四阶中心矩度量
G

的尾部特征
#

在统计

学中!标准化的三阶中心矩称为偏度#

451̂ =144

$!标准化的四阶中心矩称为峰度#

5>*.+<

4-4

$!它们分别用来描述随机变量的非对称程度和其尾部厚度
#

具体地说!

G

的偏度和峰

度分别定义为

=E!

金融数据及其特征
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P

#

-

$

&

'

M

#

G

'

#

-

$

%

$

%

(

-

!

!

Q

#

-

$

&

'

M

#

G

'

#

-

$

&

$

&

(

-

数量
Q

#

-

$

;%

称为超额峰度#

1F71445>*.+4-4

$!因为正态分布的峰度
Q

#

-

$

B%#

这样!

正态随机变量的超额峰度为
?#

若一个分布具有正的超额峰度!称为具有厚尾性
#

也就是

说!厚尾是指该分布在其尾部比正态分布有更多的*异常值+

#

在实际中!这意味着来自这

样分布的随机样本包含更多的极值!这样的分布称为尖峰的#

21

)

.+5>*.-7

$

#

另一方面!一

个具有负超额峰度的分布是薄尾的#例如!有限区间上的均匀分布$!这样的分布称为低峰

的#

)

29.

H

5>*.-7

$

#

在金融市场上!可以用随机变量的第一到第四阶矩来描述资产收益率的

表现
#

这并不意味着高阶矩不重要!只是它们学习起来更加困难
#

在应用中!随机变量的矩可以用相应的样本偏度和样本峰度来估计
#

设-

-

#

!)!

-

F

.

是
G

的
F

个观测值!其样本均值表示为

#

-

&

#

F

$

F

"

&

#

-

"

#

#<#?

$

样本方差表示为

$

$

-

&

#

F

'

#

$

F

"

&

#

#

-

"

'

#

-

$

$

#

#<##

$

样本偏度表示为

P

#

-

$

&

#

#

F

'

#

$

$

%

-

$

F

"

&

#

#

-

"

'

#

-

$

%

#

#<#$

$

样本峰度表示为

Q

#

-

$

&

#

#

F

'

#

$

$

&

-

$

F

"

&

#

#

-

"

'

#

-

$

&

#

#<#%

$

在相当弱的条件下!样本均值
#

-

是
#

-

的一致估计!表示当
F

.L

时!

#

-

收敛到
#

-

#

更具体地说!当
F

充分大时!我们有
#

-

!

5

#

#

-

!

$

$

-

&

F

$!该结果经常用于有关
#

-

的假设

检验
#

例如!考虑原假设
N

?

S

#

-

B?

!其备择假设为
N

O

S

#

-

-

?#

检验统计量为

"

&

槡F
#

-

$

-

服从一个自由度为
F;#

的学生
"

分布
#

对于充分大的时间
F

!其检验统计量接近一个标准

正态分布
#

在显著性水平为
#??

!

D

时!如果满足
"

&

9

#;O

&

$

!那么该条规则可以用来拒绝

原假设
N

?

!其中
9

#;O

&

$

是标准正态分布的第#

#;

!

&

$

$分位数
#

大多数统计软件包可以提供

每个检验统计量的伴随概率的
3

值
#

在显著性水平为
#??

!

D

时!如果检验统计量的
3

值小

于显著性水平
!

!那么决策规则为拒绝原假设
N

?

#

如果
G

是一个正态随机变量!则
P

#

-

$和
Q

#

-

$

;%

的分布渐近为均值为零"方差分别是

(

&

F

和
$&

&

F

的正态分布!具体参见
Y=1017+*

和
8+7T*9=

#

#:@?

!第
3@

页$

#

我们可以用这些渐

近分布的性质来检验资产收益率是否具有正态性
#

给定一个资产收益率序列-

1

#

!)!

1

F

.!

要检验其偏度!考虑原假设
N

?

SP

#

1

$

B?

和备择假设
N

O

SP

#

1

$

-

?#

由式#

#<#$

$定义的样

本偏度的
"

比为
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第
#
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"

&

P

#

1

$

(

&槡 F

决策规则如下%在显著性水平为
!

时!若满足
"

&

9

#;

!

&

$

!则拒绝原假设
#

类似地!我们可以检验收益率序列的超额峰度!假设
N

?

SQ

#

1

$

;%B?

!其备择假设

为
N

O

SQ

#

1

$

;%

-

?#

则检验统计量为

"

&

Q

#

1

$

'

%

$&

&槡 F

该统计量服从一个渐近的标准正态分布
#

当且仅当检验统计量的
3

值小于显著性水平
!

时!

决策规则拒绝原假设
N

?

#e9*

f

>1

和
N1*9

#

#:@3

$将两个先验检验结合在一起检验
1

"

的正态

性!则检验统计量为

RJ

&

P

$

#

1

$

(

&

F

$

#

Q

#

1

$

'

%

$

$

$&

&

F

该统计量渐近为一个自由度为
$

的
%

$

随机变量
#

当
eN

统计量的
3

值小于显著性水平
!

时!

则拒绝正态性分布的原假设
#

图
#(#?

!

从
$??#

年
#

月
$

日至
$?##

年
:

月
%?

日
%6

公司股票日简单收益率数据的时序图

例
!"$

!

考虑
%6

公司股票从
$??#

年
#

月
$

日至
$?##

年
:

月
%?

日的日简单收益率的

数据
!

该数据来自芝加哥大学证券价格研究中心#

8"Y]

$

!

图
#<#?

给出了数据的时序图
!

这里我们使用
"/1.*-74

中的
"

添加包
JN94-74

的
&(0$1-,(,0

命令!计算收益率的汇总统

计数据!并进行一些基本假设检验
!

从上述结果可知!共有
$3?&

个数据点!简单收益率的

样本均值为
?C?$3@D

!样本标准差为
?C?#''#

样本偏度和超额峰度分别为
?C?$3:

和

&C(%##

下面考虑原假设
N

?

S

#

B?

!其备择假设为
N

O

S

#

-

?

!其中
#

表示
%6

公司股票日

简单收益率的平均值
#

其检验统计量为

AE!

金融数据及其特征
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"

&

?C???$3@

?C?#''

&槡$3?&
&

?C:%%

这里
3

值为
?C%'

!大于
?C?'#

因此!在
'D

的显著性水平下!我们不能拒绝原假设
#

对于

偏度!原假设为
N

?

SPB?

!其备择假设为
N

O

%

P

-

?#

其检验统计量为

"

&

?C?$3:

(

&槡 $3?&

&

?C':

3

值为
?C''#

而且!在
'D

的显著性水平下!我们不能拒绝原假设
#

对于超额峰度!原假

设为
N

?

SQ;%B?

!其备择假设为
N

O

SQ;%

-

?#

对于
%6

公司的股票收益率!其检验

统计量为

"

&

&C(%#

$&

&槡 $3?&

&

&:C#'

比标准正态分布大!其
3

值接近于零!因此!可以拒绝
QB%

的原假设
#

换言之!

%6

公司

股票的日简单收益有一个较大的尾部
#

最后!

e9*

f

>1<N1*9

检验统计量是
$&$$

!比自由度为

$

的
%

$

分布大
#

因此!

%6

公司日简单收益的正态性假设被拒绝
#

该收益率有较大的厚尾

现象并不奇怪
#

)

代码演示#输出经过编辑$
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第
#
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!

金融数据的可视化

在分析金融数据时!图示法是一个有用的工具
!

除了前面显示的时间序列图外!本

节将讨论其他的金融数据制图方法
!

为了获得更好的资产收益分布率的可视化方法!我

们检验这些数据的直方图或经验密度函数
!

例如!从
$??#

年
#

月
$

日至
$?##

年
:

月
%?

日
%6

公司股票的日简单收益率!共
$3?&

个观测值
!

前面已给出汇总的统计数据
!

图
#<##

显示数据的直方图!它通过将数据划分为
%?

个子区间而得到
!

由图
#<##

可知!收益

率曲线关于它的零均值对称
!

图
#<#$

中的实线列出了
%6

公司股票收益率的经验密度函数!

通过用非参数的平滑方法得到
!

这些经验密度函数可以视为直方图的一个精确翻版
!

图
#<#$

中的虚线显示了
%6

公司股票正态分布的密度函数!它们具有相同的均值和标准差!这些时

序图提供了
%6

公司股票简单收益率正态假设的可视化过程
!

和正态分布相比!经验密度

函数具有更高的峰值和更厚的尾部
!

这种现象对于股票收益的日数据来说很常见
!

一般情

况下!实线和虚线之间存在偏差!说明
%6

公司股票的日简单收益率是非正态的
!

这和我

们前面正态性检验的结果相一致
!

CE!
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图
#(##

!

从
$??#

年
#

月
$

日至
$?##

年
:

月
%?

日

%6

公司股票的日简单收益率的直方图

!

图
#<#$

!

从
$??#

年
#

月
$

日至
$?##

年
:

月
%?

日

%6

公司股票的日简单收益率的经验密度

函数!虚线是正态分布的密度函数!它们

具有相同的均值和标准差

为了研究股票的价格波动!我们考虑股票的日开盘价"最高价"最低价和收盘价
!

图
#<#%

显示苹果公司从
$?##

年
#

月
%

至
(

月
%?

日股票数据的时序图
!

在文献中该图称为

条形图#

N9*8T9*.

$

!

我们使用
"

脚本
/2%1

C

!

画出该图
!

该脚本的修改版由
h21/12i

#

$??:

$完成
!

在图
#<#%

中!竖线表示日股票的价格范围!竖线左侧水平线上的点给出了股

票的开盘价!右边给出了收盘价
!

在时序图中!该曲线提供的信息有限!无法给出太多的

天数
!

图
#<#&

显示从
$?#?

年
#

月
$

日至
$?##

年
#$

月
@

日苹果公司股票的日收盘价!同时

也给出了过去
$#

个交易日收盘价格的移动平均!称为移动平均曲线#

/+P-=

K

<9P1*9

K

1

7T9*.

$

!

这里使用
$#

天是任选的!在一个月中的交易日是个粗略的数字
!

移动平均曲线提

供了相对最近的历史股价信息
!

在统计上!移动平均是减少随机波动的一个简单统计方法
!

图
#(#%

!

苹果公司从
$?##

年
#

月
%

至
(

月
%?

日股票数据条形图!竖线表示日股票的价格范围!

!!!!!! !

竖线左侧水平线上的点给出了股票的开盘价!右边给出了收盘价
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图
#(#&

!

从
$?#?

年
#

月
$

日至
$?##

年
#$

月
@

日苹果公司股票日收盘价!在过去
$#

个

!!!!!!!! !

交易日的移动平均曲线

图
#(#'

!

MN6

股票和标普#

Y\]

$综合指数从
#:$(

年
#

月至
$?##

年
:

月的月对数收益率时序图

对于多个资产收益率!图
#<#'

显示了从
#:$(

年
#

月至
$?##

年
:

月!

MN6

公司股票和

Y\]

综合指数月对数收益率的时序图
!

数据来自美国股市资料库#

8"Y]

$

!

除了经济大萧

条#

d*19.b1

)

*144-+=

$时期外!单个股票的收益率一般比市场指数存在更大的波动
!

在时序

图中
MN6

公司的股票和市场指数收益率之间存在一定的下降或跳跃
!

图
#<#(

显示了两个

对数收益率的散点图#

479..1*

)

2+.

$

#

散点图还显示了两个收益率的最小二乘线性回归
#

正

如所料!

MN6

股票和市场指数收益率之间有正的相关关系
#

这种线性关系可以度量两个收

益率之间的相关性
#

在这种情况下!其相关系数为
?C(&#

同时!我们也可以考虑下面的市

E,!
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场模型#

69*51.6+012

$

1

"

&!$

&

.

"

$'

"

这里!

1

"

和
.

"

分别表示单个股票的资产收益率和市场收益率!

'

"

是误差项
#

参数
!

表示相

对于市场收益的超额收益!

&

为系数
#

对于
MN6

股票月对数收益率!我们有
1

"

B?C??@A

?C@?3.

"

A

'

"

#

这两个参数在
'D

的显著性水平下通常显著不为零
#

有关市场模型的更多信

息!请参阅
YT9*

)

1

#

#:(&

$的资本资产定价模型#

89

)

-.92W441.]*-7-=

K

6+012

!

8W]6

$

#

图
#<#(

!

从
#:$(

年
#

月至
$?##

年
:

月
MN6

公司股票和
Y\]

综合指数月对数收益率的散点图!

!!!! !

实线是两个收益率最小二乘线性拟合

)

代码演示
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!"6

!

一些统计分布

在文献中提到了一些关于资产收益率边际分布的统计分布!包括正态分布"对数正态

分布"稳态分布"正态分布的尺度混合
#

下面我们简要地介绍这些分布
#

!"6"!

!

正态分布

在金融研究中!传统的假设是%简单收益率-

%

6"

"B#

!)!

F

.是独立同分布#

-=01<

)

1=01=.2

H

9=0-01=.-7922

H

0-4.*-,>.10

!

--0

$!且都服从一个固定均值和方差的正态分布
#

这

个假设使得资产收益率的统计性质变得易于处理!同时也遇到了几个困难%第一!简单资

产收益率的下界为
;#

!而正态分布可以取实轴上的任意值!没有下界,第二!如果
%

6"

是

正态分布!那么多期的简单收益率
%

6"

'

)

(是单期收益率的乘积!不再是正态分布,第三!

很多资产收益率都存在正的超额峰度!因为很多实证结果均不支持正态性的假设
#

!"6"$

!

对数正态分布

另一个常用的假定是%资产的对数收益率
1

"

是独立同分布!且服从一个均值为
#

"方

4,!

金融数据及其特征



差为
$

$的正态分布
#

简单收益率是独立同分布的对数正态随机变量!其均值和方差分别为

M

#

%

"

$

&

1F

#

)

#

$

$

$

$

$

'

#

!

!

Z9*

#

%

"

$

&

1F

)

#

$

#

$$

$

$'

1F

)

#

$

$

$

'

#

( #

#<#&

$

这两个等式在研究资产收益率时常用#如在用对数收益率建立的模型进行预测时$

#

反之!

假设简单收益率
%

"

服从对数正态分布!其均值为
.

#

!方差为
.

$

!则相应的对数收益率
1

"

的均值和方差分别为

M

#

1

"

$

&

2=

.

#

$

#

#

$

.

$

#

#

$

.

#

$槡

/

0

1

2

$

!

!

Z9*

#

1

"

$

&

#

2=#

$

.

$

#

#

$

.

#

$

$

$

因为有限个独立同分布的正态随机变量之和仍服从正态分布!所以在-

1

"

.是正态分布

假设下!

1

"

'

)

(也服从正态分布
#

另外!

1

"

没有下界!由
#A%

"

B1F

)

#

1

"

$!可得
%

"

的下界
#

然而!对数正态分布的假设与历史股票收益率的所有性质并不都相符!很多股票收益率表

现出具有正的超额峰度
#

!"6"'

!

稳态分布

稳态分布是正态分布的自然推广!它们在加法运算下是稳定的!这一点满足连续复合

收益率
1

"

的要求
#

而且!稳态分布能刻画股票的历史收益率所显现出来的超额峰度
#

然

而!非正态的稳态分布没有有限方差!这一点与大部分金融理论相矛盾
#

另外!用非正态

的稳态分布进行统计建模是很困难的
#

非正态稳态分布的例子是柯西分布#

89>7T

H

0-4.*-<

,>.-+=

$!它关于自己的中位数对称!但其方差是无限的
#

!"6"(

!

正态分布的尺度混合

在最近股票收益率研究中!人们倾向于利用正态分布的尺度混合或有限混合
#

在正态

分布的尺度混合假定下!对数收益率
1

"

服从均值为
#

"方差为
$

$的正态分布#即
1

"

!

5

#

#

!

$

$

$$

#

但是!

$

$是一个随机变量!服从一个正的分布#如
$

;$服从一个
d9//9

分布$

#

正态

分布的一个有限混合的例子为

1

"

(

#

#

'

G

$

5

#

#

!

$

$

#

$

$

G5

#

#

!

$

$

$

$

其中!

G

是一个服从
N1*=+>22-

分布的随机变量!即
!

#

GB#

$

B

!

!

!

#

GB?

$

B#;

!

!且

?

'!'

#

!这里
$

$

#

较小!而
$

$

$

相对较大
#

例如!对
!

B?C?'

!有限混合分布指出
:'D

的收益

率服从
5

#

#

!

$

$

#

$!还有
'D

的收益率服从
5

#

#

!

$

$

$

$

#

$

$

$

的较大值能使混合分布把更多的

异常值放在其分布的尾部
#

来自
5

#

#

!

$

$

$

$的收益率的百分比较低!说明大多数收益率服从

一个简单的正态分布
#

混合正态分布的优点是它们保持了正态分布的易处理性"具有有限高

阶矩且能刻画这些超额峰度
#

然而!我们很难估计其混合参数#如有限混合分布中的参数
!

$

#

图
#<#3

显示的是有限混合正态分布"柯西分布和标准正态分布的概率密度函数
#

有限

混合的正态分布为#

#;G

$

5

#

?

!

#

$

AG5

#

?

!

#(

$!其中
G

是一个
N1*=+>22-

随机变量!

!

#

GB#

$

B?C?'#

柯西分布的密度函数是

K

#

-

$

&

#

"

#

#

$

-

$

$

!'L

'

-

'

L
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可见!柯西分布比有限混合的正态分布具有更厚的尾部!而有限混合的正态分布比标

准正态分布存在更厚的尾部
#

图
#(#3

!

有限混合的正态分布"稳态分布和标准正态分布密度函数之间的比较

!"6"3

!

多元收益率

设
)

"

B

#

1

#"

!)!

1

5"

$

g

是
5

个资产在
"

时刻的对数收益率
#

多元分布关心-

)

"

.

F

"B#

的联合

分布
#

在序列相关性存在的情况下!统计分析主要集中在条件分布函数
?

#

)

"

)

";#

!)!

)

#

!

!

$具体形式的设定上
#

尤其是!在投资组合和风险管理中!人们最关心的是
)

"

的条件

期望和条件协方差矩阵随时间怎样变化
#

随机向量
#B

#

G

#

!)!

G

3

$的均值向量和协方差矩阵定义为

M

#

"

$

&

"

-

&

'

M

#

G

#

$!)!

M

#

G

3

$(

g

8+P

#

"

$

&#

-

&

M

'#

"

'

"

-

$#

"

'

"

-

$

g

(

假设
#

的期望存在
#

当
#

(

-

"

#

!)!

"

F

.时!样本均值和样本协方差矩阵定义为

"

-

&

#

F

$

F

"

&

#

"

"

!

!

#

-

&

#

F

'

#

$

F

"

&

#

#

"

"

'

"

-

$#

"

"

'

"

-

$

g

假设
#

的协方差矩阵存在!那么这些样本统计量都是它们理论上的一致估计
#

在金融文献

中!多元正态分布常用其对数收益率
)

"

来表示
#

为了证明这一点!下面考虑
MN6

股票和
Y\]'??

综合指数的月对数收益率#从
#:$(

年
#

月至
$?##

年
:

月$!如图
#<#(

所示
#

令
)

"

B

#

1

#"

!

1

$"

$

g

!这里
1

#"

和
1

$"

分别是
MN6

股票和

Y\]'??

综合指数的月对数收益率!共有
#?$:

个观测值
#

则
)

"

的样本均值和协方差矩阵为

"

&

?C?##%

' (

?C??&&

!

!

#

*

&@&: $&3?

' (

$&3? %?($

*

#?

'

(

要检查二元正态假设的有效性!可以使用统计模拟的方法
#

从一个二元正态分布中!

我们产生了
#?$:

个数据!其均值为
"

!协方差矩阵为
#

(

在
"

添加包中!可以使用

=,!

金融数据及其特征

%&



.>/'.,

中的
'.>/'.

命令来实现
#

图
#<#@

显示了模拟过程的散点图
#

通过比较图
#<#@

和

图
#<#(

中的散点图!我们发现这两个时序图之间存在着显著的差异!这就表明这里的正态

性假设是值得商榷的
#

)

代码演示

图
#<#@

!

根据二元正态分布模拟产生的
#?$:

个数据的散点图!该二元正态分布基于
MN6

股票

!!! !

和标普#

Y\]

$综合指数的月对数收益率的样本均值和协方差
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习题

!"

考虑从
$??#

年
:

月
#

日到
$?##

年
:

月
%?

日美国运通公司#

W[]

$"

8"Y]

价值权重指数#

Za

$"

8"Y]

的等权重指数#

Va

$以及
Y\]

综合指数的日简单收益率
#

收益率中包含有支付的股息
#

数据来自

;

<

(?@A;?

<

BCCC

C

,?,

#

09.1

!

9F

)

!

P̂

!

1̂

!

4

)

$

#

#

9

$计算每个收益率序列的样本均值"标准差"偏度"超额峰度"最大值和最小值
#

#

,

$把简单收益率转换成对数收益率
#

计算每个对数收益率的样本均值"标准差"偏度"超额峰度"

最大值和最小值
#

#

7

$对
W[]

股票的对数收益的均值等于零的原假设进行检验
#

在
'D

的显著性水平下!得出你的结论
#

$"

考虑从
#:&?

年
#

月到
$?##

年
:

月通用电器#

dV

$"

8"Y]

价值权重指数#

Za

$"

8"Y]

等权重指数

#

Va

$以及
Y\]

综合指数的月收益率数据
#

重新回答习题
#

中的所有问题!这里收益率中包含有股息!

数据来自
.

<

*+A;?

<

DBCC

C

,?,

#

09.1

!

K

1

!

P̂

!

1̂

!

4

)

$

#

'"

考虑从
#:&?

年
#

月到
$?##

年
:

月
Y\]

综合指数的月股票收益率!进行下面的检验!在
'D

的显著性

水平下得出你的结论
#

#

9

$检验假设
N

?

S

#

B?

!其备择假设为
N

O

S

#

-

?

!这里
#

是收益率的均值
#

#

,

$检验假设
N

?

S.

%

B?

!其备择假设为
N

O

S.

%

-

?

!这里
.

%

是收益率的偏度
#

#

7

$检验假设
N

?

SQB%

!其备择假设为
N

O

SQ

-

%

!这里
Q

是收益率的峰度
#

("

再次考虑习题
#

中美国运通公司从
$??#

年
:

月
#

日到
$?##

年
:

月
%?

日股票的日对数收益率
#

在
'D

的显著性水平下!进行下述假设检验%

#

9

$原假设是%收益率的偏度度量等于零
#

#

,

$原假设是%收益的超额峰度等于零
#

3"

从芝加哥的联邦储备银行得到日汇率!数据是经过纽约联邦储备银行认证的纽约市每日中午买入价
#

考虑从
$??3

年
#

月
$

日到
$?##

年
##

月
%?

日美元对英镑"日元的汇率!这些数据可以从网站下载
#

计算%

#

9

$每个汇率的日对数收益率
#

#

,

$汇率的日对数收益率的样本均值"标准差"偏度"超额峰度"最大值和最小值
#

#

7

$画出美元&日元汇率的日对数收益率的密度函数
#

#

0

$检验假设
N

?

S

#

B?

!其备择假设为
N

O

S

#

-

?

!这里
#

表示美元&日元汇率的日对数收益率的均

值
#

在
'D

的显著性水平下给出你的结论
#

参考文献
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第
$

章
!

金融时间序列的线性模型

在这一章中!我们讨论金融时间序列建模和预测中有用的方法和线性模型
!

我们应用

实例来介绍一些重要的统计概念!并一步步地进行数据分析!同时讨论它们在金融中的应

用
!

线性时间序列分析的基本概念!参见
G49

H

#

$?#?

!第
$

章$"

N+F

等#

#::&

!第
$

章和

第
%

章$"

N*+75̂ 122

和
b9P-4

#

$??$

!第
#

!

%

章$"

YT>/̂ 9

H

和
Y.+JJ1*

#

$???

$以及
a++0<

9̂*0

等#

$?#$

$

!

本章介绍的模型包括%

#

$简单自回归#

W"

$模型,

$

$简单移动平均#

6W

$模型,

%

$混合

自回归移动平均#

W"6W

$模型,

&

$包含单位根检验的单位根模型,

'

$指数平滑模型,

(

$季

节模型,

3

$带时间序列误差的回归模型,

@

$对长期相依性的分数阶差分模型
!

对每一个模

型!我们学习它们的基本性质!包括模型选择方法"产生预测的方式并讨论它们的应用
!

本章也讨论了如何比较不同的模型!例如回测检验和模型平均预测
!

设-

-

"

.是与时间有关的金融度量的集合
#

图
$<#

给出了从
$??%

年
#

月
%

日到
$?#?

年
&

月

'

日期间苹果公司股票的日收盘价
#

图
$<#

显示日收盘价有某种程度的波动性!并在取样区

间内有一个向上的运动趋势
#

图
$<$

给出了
#:@%

年到
$??:

年可口可乐公司每股股票的季

度盈利
#

图
$<$

中标出了具体的季度
#

除了有向上的趋势外!收益也同时显示有明显的年

度模式!这在时间序列中称为季节性#

4194+=92-.

H

$

#

后面将看到!许多经济和金融时间序

列呈现明显的季节趋势
#

图
$<%

给出了标普
'??

#

Y\]'??

$指数在
#:$(

年
#

月到
$??:

年
#$

月的月对数收益率
#

从图
$<%

中可以看出!收益率在
?

值周围波动!并且除了少数几个极端

值以外!它们都在一个固定范围内波动
#

图
$<&

给出了两个时间序列!它们分别是美国
%

月

期和
(

月期国债在
#:':

年
#

月
$

日到
$?#?

年
&

月
#(

日的周利率
#

这些利率取自二级市场
#

其中!图
$<&

的上图是
(

月期国债利率!下图是
%

月期国债利率
#

两个利率序列的移动模式

图
$<#

!

苹果公司股票在
$??%

年
#

月
%

日到
$?#?

年
&

月
'

日期间的日收盘价

%:



近似!但是也呈现出某种差异
#

如预期的那样!

(

月期国债利率通常高于
%

月期!但是在

某些时期上!

%

月期的国债利率较高!例如
$?

世纪
@?

年代的早期
#

在上述
&

个例子中!

序列
-

"

大致上是在相等分隔的时间区间上观测的
#

这种现象在利率期限结构中被称为收益

率曲线倒挂
#

这
&

个序列就是本章要分析的金融时间序列的例子
#

我们的目的是学习序列

的动态相依性!据此对序列做出适当的推断
#

图
$<$

!

可口可乐公司在
#:@%

年第
#

季度到
$??:

年第
%

季度每股股票的季度盈利

图
$<%

!

标普
'??

指数在
#:$(

年
#

月到
$??:

年
#$

月间的月对数收益率

C,!

金融时间序列的线性模型



图
$<&

!

上图是
(

月期国债的利率!下图是
%

月期国债利率

$"!

!

平稳性

在时间序列分析中!统计推断的基础是弱平稳性的概念
#

如图
$<%

中给出的标普
'??

指数序列!该序列随时间在
?

值上下变化
#

事实上!可以把整个时间区间划分为几个子区

间!这些子区间的样本均值都应该接近
?

值
#

在统计上!这种现象表明收益率的均值不随

时间变化!或者简单地说!期望收益率具有时间不变性
#

而且!图
$<%

也说明!在样本数

据时间跨度内!除了大萧条时期外!月对数收益率的范围大约在区间'

;?C$

!

?C$

(

#

在统

计上!该特征表明对数收益率的方差不随时间变化
#

把这两个时间不变性特征结合在一

起!我们称对数收益率序列-

-

"

.为弱平稳的#

1̂952

H

4.9.-+=9*

H

$

#

正式地说!如果一个时间

序列
-

"

的一阶矩和二阶矩#即均值和方差$具有时间不变性!则称它为弱平稳的
#

弱平稳性

是很重要的!因为它为预测提供了基础框架
#

对于标普
'??

指数的月对数收益率!我们有

充分的理由预测未来的月收益率大约在
?

值左右!并且在
;?C$

!

?C$

之间变化
#

另一方面!考虑图
$<$

中可口可乐公司每股股票的季度盈利数据!如果把取样时间区

间分割为几个子区间!这些子区间上的样本均值就有显著的不同
#

所以!该盈利序列不是

弱平稳的
#

这里没有令人惊讶之处!因为一家优秀公司的季度盈利随时间而提高是符合我

们的预期的
#

图
$<$

的时序图也表明盈利的波动性随时间而增加
#

故此!季度盈利的方差

也是随时间变化的
#

基于以上原因!季度盈利序列不是弱平稳的
#

我们将在后面讨论对这

种非平稳序列进行建模的方法和模型
#

在讨论弱平稳性时!我们隐含地假定了
-

"

的前两阶矩是有限的
#

为了容易表述!我们

把
-

"

的均值和方差分别记为
M

#

-

"

$

B

#

和
M

#

-

"

;

#

$

$

B

)

?

#

由于这两个统计量是常数!所以

它们不随时间变化!可以分别用两个简单记号
#

和
)

?

来表示
#

平稳时间序列
-

"

有其他重要的性质
#

对给定的整数
)

!称协方差
)

)

B8+P

#

-

"

!

-

";)

$为

D4

第
$

章
!

&?

!

!

&$



-

"

的间隔为
)

的自协方差
#

应用柯西 施瓦茨#

89>7T

H

<Y7T̂ 9*c

$不等式!容易证明
)

)

存在

并且也具有时间不变性
#

也就是说!对一个弱平稳的时间序列
-

"

!

)

)

仅仅依赖于
)

!该值

衡量
-

"

和
-

";)

的线性相依性
#

或者说!它衡量
-

"

对它的过去取值
-

";)

的动态相依性
#

线

性时间序列分析着重研究序列
-

"

的动态相依性
#

自协方差
)

)

具有两个重要性质%

#

$

)

?

B

Z9*

#

-

"

$,

$

$

)

;)

B

)

)

#

第二个性质成立!因为
)

;)

B8+P

#

-

"

!

-

";

#

;)

$

$

B8+P

#

-

";

#

;)

$

!

-

"

$

B

8+P

#

-

"A)

!

-

"

$

B8+P

#

-

"

#

!

-

"

#

;)

$

B

)

)

!其中
"

#

B"A)#

$"$

!

相关系数和自相关函数

图
$<'

给出了
MN6

股票的月简单收益率和标普
'??

指数的散点图
#

这两个收益率看起

来是正相关的
#

线性相关的程度经常用皮尔逊#

]19*4+=

$相关系数#或者简称为相关系数$来

衡量
#

在统计上!两个随机变量
G

和
H

的相关系数定义为

*

-

!

>

&

8+P

#

G

!

H

$

Z9*

#

G

$

Z9*

#

H槡 $

&

M

'#

G

'

#

-

$#

H

'

#

>

$(

M

#

G

'

#

-

$

$

M

#

H

'

#

>

$槡
$

其中
#

-

和
#

>

分别表示
G

和
H

的均值!并且假定方差是有限的
#

这个系数度量的是
G

和
H

线性相依的程度!可以证明
;#

*

*

-

!

>

*

#

且
*

-

!

>

B

*

>

!

-

#

若
*

-

!

>

B?

!则这两个随机变量是不

!

图
$('

!

MN6

股票的标普
'??

指数的月度简单收

益率的散点图
#

时间区间是从
#:(3

年
#

月到
$??:

年
#$

月

相关的
#

另外!如果
G

和
H

都是正态随机

变量!则
*

-

!

>

B?

当且仅当
G

和
H

是相互独

立的
#

当我们有样本-#

-

"

!

>"

$

"B#

!)!

F

$.

时!相关系数可以由它对应的样本相关系数

相合地估计出来%

*

-

!

>

&

$

F

"

&

#

#

-

"

'

-

$#

>"

'

>

$

$

F

"

&

#

#

-

"

'

-

$

$

$

F

"

&

#

#

>"

'

>

$

槡
$

其中
-

&

$

F

"

&

#

-

"

&

F

和
>

&

$

F

"

&

#

>"

&

F

分别是
G

和
H

的样本均值
#

注记!理论上!皮尔逊相关系数取值为

;#

!

#

之间
#

然而!对某些随机变量而言!

该系数的实际范围比较小
#

文献中也给出了

其他的衡量相依性的度量指标!其中最流行的两个是斯皮尔曼"

Y

)

19*/9=

#

*T+

和肯德尔

"

h1=0922

#

.9>#

因为斯皮尔曼
*T+

是基于边际变量秩的相关系数!所以它又称为斯皮尔曼

秩相关系数
#

肯德尔
.9+

则反映了一致数对和非一致数对的差别
#

假设"

G

#

!

H

#

#和"

G

$

!

H

$

#是两个独立同分布的二元连续随机变量
#

肯德尔
.9>

的定义如下$

+&

!

%"

G

#

'

G

$

#"

H

#

'

H

$

#

&

?

&

'

!

%"

G

#

'

G

$

#"

H

#

'

H

$

#

'

?

&

为了说明上面的概念!考虑图
$<'

中的散点图
#

两个月简单收益的皮尔逊相关系数为

E4!

金融时间序列的线性模型
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?C'@'3#

斯皮尔曼
*T+

为
?C'@(#

!而肯德尔
.9>

为
?C&#:(#

)

代码演示

自相关函数

考虑弱平稳时间序列
-

"

#-

"

与
-

";)

的相关系数称为
-

"

的间隔为
)

的自相关#

29

K

()

9>.+7+**129.-+=

$系数!通常记为
*

)

#

具体地说!其定义为

*

)

&

8+P

#

-

"

!

-

"

'

)

$

Z9*

#

-

"

$

Z9*

#

-

"

'

)槡 $

&

8+P

#

-

"

!

-

"

'

)

$

Z9*

#

-

"

$

&

)

)

)

?

#

$<#

$

因为
-

"

为弱平稳的!所以这里有
Z9*

#

-

";)

$

BZ9*

#

-

"

$

#

根据定义!我们有
*

?

B#

!

*

"

B

*

;

"

和
;#

*

*

"

*

##

自相关系数组成的集合-

*

)

.称为
-

"

的自相关函数#

W>.+7+**129.-+=Q>=7<

.-+=

!

W8Q

$

#

一个弱平稳时间序列
-

"

是序列自身前后不相关的!当且仅当对所有
)

&

?

都

有
*

)

B?#

对一个给定的样本-

-

"

"B#

!)!

F

.!设
-

为样本均值!即
-

&

$

F

"

&

#

-

"

&

F

!则
-

"

的间

隔为
#

的样本自相关系数为

*

# &

$

F

"

&

$

#

-

"

'

-

$#

-

"

'

#

'

-

$

$

F

"

&

#

#

-

"

'

-

$

$

在通常条件下!

*

#

是
*

#

的相合估计
#

例如!若-

-

"

.是独立同分布随机变量序列且
M

#

-

$

"

$

'L

!

则
*

#

渐近地服从均值为
?

"方差为
#

&

F

的正态分布#见
N*+75̂ 122

和
b9P-4

#

$??:

$中的定理

3C$C$

$

#

一般地!

-

"

的间隔为
)

的样本自相关系数定义为

*

) &

$

F

"

&

)

$

#

#

-

"

'

-

$#

-

"

'

)

'

-

$

$

F

"

&

#

#

-

"

'

-

$

$

!

?

*

)

'

F

'

#

#

$<$

$

若-

-

"

.是一个独立同分布随机变量序列!满足
M

#

-

$

"

$

'L

!则对任意固定的正整数
)

!

*

)

渐

近服从均值为
?

"方差为
#

&

F

的正态分布
#

更一般地!若
-

"

是一个弱平稳序列!满足
-

"

&

#

$

$

I

6

&

?

,

6

O

"

'

6

!其中
,

?

B#

!-

O

+

.是均值为
?

的独立同分布随机变量序列!则对于
)

&

I

!

*

)
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第
$

章
!



渐近服从均值为
?

"

#

方差为
#

$

$

$

I

6

&

#

*

$

$

6

&

F

的正态分布
#

在时间序列文献中这个结果称

为
N9*.21..

公式#参见
N+F

等#

#::&

$$

!

关于样本自相关函数的渐近分布的更多信息!参

!

图
$((

!

#:(3

年
#

月到
$??:

年
#$

月的
8"Y]

第
#?

分位组合的月简单收益率

见
Q>221*

#

#::'

!第
(

章$和
N*+75̂ 122

和

b9P-4

#

$??:

$

!

例
$"!

!

考虑
8"Y]

的第
#?

分位组合

的月简单收益率!时间为
#:(3

年
#

月到

$??:

年
#$

月
#

共计
'#(

个观测值!即
FB

'#(#

该投资组合由
ROYV

&

W6V[

&

RWY<

bWj

市值最小的
#?D

股票构成!并且每年

都重新平衡
#

图
$<(9

给出了收益率序列的

时序图!而图
$<(,

是序列的样本
W8Q#

在

W8Q

图中的两条水平线代表
$

个标准误差

的上下限!即
k$槡F#W8Q

图从
*

?

B#

开

始
#

图
$<(

清楚地表明!在
'D

的水平上间

隔为
#

的
W8Q

是显著不等于
?

的
#

分析中

用到的
%

命令如下%

检验单个
789

对一个给定的正整数
)

!可用前面的结果来检验
N

?

S

*

)

B?

对
N

O

S

*

)

-

?#

检验统计量为%

"

比
&

*

#

)

#

$

$

$

)

'

#

6

&

#

*

$

$

6

'

槡 F

如果-

-

"

.是平稳的高斯序列并且满足当
+

&

)

时
*

+

B?

!则该
"

比#

"<*9.-+

$渐近地服从标准正态

分布
#

所以!决策规则是%当
"

比
&

9

!

&

$

时拒绝
N

?

!其中
9

!

&

$

是标准正态分布的
#??

#

#;

!

&

$

$百分位分位点
#

另外!也可以用上述统计量
"

比的
3

值来得出结论
#

如果
3

值小于第
M

类错误值!例如
?C?'

!那么就拒绝原假设
#

如果
3

值大于或者等于第
M

类错误值!那么就

不能拒绝原假设
N

?

#

为了简单起见!对于任意
)

-

?

!许多软件用
#

&

F

作为
*

)

的渐进方差
#

那么
"

比就变为
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槡F
*

)

#

该简单近似实质上是假定所分析的时间序列是一个独立同分布随机变量序列
#

例
$"!

"续#

!

在美国!小市值股票倾向在
#

月有一个正收益率!这可能由于多种原因!

例如税收考虑!或者年终的组合调整
#

这称为小市值股票的
#

月效应#

e9=>9*

H

1JJ17.

$

#

一

种验证小市值股票
#

月效应存在性的方法是应用例
$C#

中
8"Y]

组合的最低
#?

分位的月简

单收益率来进行假设检验%

原假设
N

?

S

*

#$

B?

和备择假设
N

O

S

*

#$

-

?

从数据中!我们计算得到
*

#$

B?C#%#

应用
#

&槡F作为
*

#$

的标准误差的渐进估计!我们得

到
"

比
"B槡F

*

#$

B$C:(

!它大于
'D

的临界值
#C:(#

所以!我们拒绝原假设!即在
'D

显著性水平下
*

#$

B?#

换句话说!数据证实了小市值股票收益率
#

月效应的存在性
#

)

代码演示

对有限样本!

*

)

是
*

)

的有偏估计
#

偏差的阶是
#

&

F

!这在样本容量
F

较小的时候是不

容忽视的
#

但在大多数金融应用中!

F

相对较大!故这个偏差并不严重
#

混成检验

由式#

$<$

$所定义的统计量
*

#

!

*

$

!)称为
-

"

的样本自相关函数#

W8Q

$

#

这个函数在线

性时间序列分析中起着重要作用
#

事实上!一个线性时间序列模型可以完全由其
W8Q

来刻

画!并且线性时间序列的建模用样本
W8Q

来决定数据的线性动态关系
#

在许多金融应用

中!我们经常需要联合检验
-

"

的多个自相关系数是否同时为
?#N+F

和
]-1*71

#

#:3?

$提出

了混成统计量#

]+*./9=.19>4.9.-4.-7

$

S

3

#

.

$

&

F

$

.

"&

#

*

$

"

来检验原假设
N

?

S

*

#

B

)

B

*

.

B?

对备择假设
N

O

S

*

6

-

?

#

6

(

-

#

!)!

.

.$

#

在-

-

"

.是满足

一定矩条件的
--0

随机序列的假定下!

S

3

#

.

$渐近地是自由度为
.

的
%

$

随机变量
#

为了提高有限样本中检验的功效!

`

_

>=

K

和
N+F

#

#:3@

$把统计量
S

3

#

.

$修改成

S

#

.

$

&

F

#

F

$

$

$

$

.

"&

#

*

$

"

F

'"

#

$<%

$

决策规则是%当
S

#

.

$

&

%

$

!

时拒绝
N

?

!其中
%

$

!

是自由度为
.

的
%

$

分布的
#??

#

#;

!

$百分

位分位点
#

大部分软件包都会给出
S

#

.

$的
3

值
#

决策规则是当
3

值小于第
M

类错误或者

显著性水平
!

时!拒绝
N

?

#
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例
$"$

!

考虑
MN6

股票从
#:(3

年
#

月到
$??:

年
#$

月的月简单收益率和对数收益率
#

样

本容量是
'#(#

图
$<3

给出了
MN6

股票的简单月收益率和对数收益率的样本自相关函数
#

这

两个样本自相关函数非常接近!它们都在
$

倍的标准误差范围内!这表明
MN6

股票月收益率

序列即使存在某种相关性!该自相关性也是很小的
#

为了验证该收益率序列没有序列自相关

性!我们检验
N

?

S

*

#

B

*

$

B

)

B

*

.

B?

对
N

O

S

*

6

-

?

#

6

(

-

#

!

CCC.

.$!其中
.B#$

和
$&#

对于简单收益率!我们有
S

#

#$

$

B3C'3

!其
3

值为
?C@$

,

S

#

$&

$

B$'C&:

!其对应的
3

值为

?C%@#

对于对数收益率!

S

#

#$

$

B3C&?

!

S

#

$&

$

B$'C&:

!它们对应的
3

值分别为
?C@%

和

?C%@#

因此!

`

_

>=

K

<N+F

统计量不能拒绝
MN6

股票收益率没有显著的前后相关性这一原假设
#

)

代码演示

图
$(3

!

从
#:(3

年
#

月到
$??:

年
#$

月的
MN6

股票的月简单收益率和对数收益率的样本自相关函数

=4!
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实际上!由于
.

的选择会影响
S

#

.

$的表现!所以经常选用多个
.

值
#

模拟研究表明

.

"

2=

#

F

$会有较好的功效
#

在分析季节性时间序列时!由于时间隔为周期的倍数的自相关

系数更加重要!所以这个一般性的规则需要加以修正
#

例
$"!

"续#

!

对例
$C#

中
8"Y]

组合的最低
#?

分位的资产组合的月简单收益率!

`

_

>=

K

<N+F

统计量表明
S

#

#$

$

B&#C?(

!对应的
3

值为
&C3:I#?

;'

,

S

#

$&

$

B'(C$'

!对

应的
3

值为
$C#$I#?

;&

#

这些
3

值都很小!所以在
'D

显著性水平下!序列不存在自相

关这一原假设被拒绝
#

所以!最低
#?

分位资产组合的月简单收益率存在序列自相关性
#

设
-

"

为金融资产的收益率序列
#

在金融文献中!资本资产定价模型#

89

)

-.92W441.

]*-7-=

K

6+012

!

8W]6

$理论的一种形式就假定序列-

-

"

.是不可预测的!且没有自相关性
#

自相关系数是否为
?

的检验用来作为有效市场假定是否成立的判定工具
#

然而!股价的

决定方式和指数收益率的计算方式可能会导致在观测到的收益率序列中有自相关性
#

这

在分析高频金融数据时尤其常见
#

在第
(

章中我们将讨论这方面的问题!例如买 卖价格

的跳跃与非同步交易
#

$"'

!

白噪声和线性时间序列

白噪声

如果时间序列
-

"

是一个具有有限均值和有限方差的独立同分布随机变量序列!则-

-

"

.

称为一个白噪声序列#

T̂-.1=+-41

$

#

特别地!若
-

"

还服从均值为
?

"方差为
$

$ 的正态分

布!则称这个序列为高斯白噪声#

d9>44-9= T̂-.1=+-41

$

#

对于白噪声序列!所有自相关函

数为零
#

在实际应用中!如果所有样本自相关函数接近于零!则认为该序列是白噪声序

列
#

基于图
$<3

和图
$<(,

!

MN6

股票的月收益率是接近白噪声的!而最低
#?

分位资产组合

的收益率不是白噪声
#

下面我们讨论一些简单的统计模型!它们对时间序列的动态结构建模非常有用!而且

这里所述的概念在后面资产收益率的波动率建模中也是很有用的
#

线性时间序列

时间序列
-

"

称为线性序列!如果它能写成

-

"

&

#

$

$

L

6

&

?

,

6

O

"

'

6

#

$<&

$

其中
#

是
-

"

的均值!

,

?

B#

!-

O

"

.是零均值独立同分布并且有合理定义的分布的随机变量

序列#也即-

O

"

.是白噪声序列$

#

我们在以后可以看出!

O

"

表示时间序列在
"

时刻出现的新

信息!因此常将
O

"

称为时刻
"

的新息#

-==+P9.-+=

$或扰动#

4T+75

$

#

本书中我们主要关心
O

"

为连续型随机变量的情形
#

并不是所有金融时间序列都是线性的!但是实际应用中线性模

型通常可以提供精确的近似
#

在式#

$<&

$定义的线性时间序列中!系数
,

6

决定了
-

"

的动态结构!在时间序列文献中

这些系数称为
-

"

的
,

权重#

,

<̂ 1-

K

T.

$

#

若
-

"

是弱平稳的!我们利用-

O

"

.的性质可以很容易
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地得到
-

"

的均值和方差

M

#

-

"

$

&

#

!

!

Z9*

#

-

"

$

&$

$

O

$

L

6

&

?

,

$

6

#

$<'

$

其中
$

$

O

是
O

"

的方差
#

因为
Z9*

#

-

"

$

'L

!所以-

,

$

6

.必须是收敛序列!即当
6

.L

时
,

$

6

.

?#

因此!对于一个平稳序列!随着
6

的增大遥远的扰动
O

";6

对
-

"

的影响会逐渐消失
#

-

"

的间隔为
"

的自协方差为

)

"

&

8+P

#

-

"

!

-

"

'"

$

&

'#

M

$

L

6

&

?

,

6

O

"

'

$#

6

$

L

+&

?

,

+

O

"

'"'

$(

+

&

#

M

$

L

6

!

+&

?

,

6

,

+

O

"

'

6

O

"

'"'

$

+

&

$

L

+&

?

,

+$"

,

+

M

#

O

$

"

'"'+

$

&$

$

O

$

L

+&

?

,

+

,

+$"

#

$<(

$

因此!

,

权重与
-

"

的自相关系数有如下关系%

*

"

&

)

"

)

?

&

$

L

6

&

?

,

6

,

6

$"

#

$

$

L

6

&

#

,

$

6

!"

4

?

#

$<3

$

其中
,

?

B##

线性时间序列模型就是用来描述
-

"

的
,

权重的计量模型和统计模型
#

对弱平稳时

间序列而言!当
6

.L

时
,

6

.

?

!从而随着
"

的增加
*

"

收敛到
?#

对于资产收益率而言!这意味

着!如所期望的那样!当
"

较大时!当前收益率
-

"

对遥远的过去收益率
-

";

"

的线性相依会消失
#

$"(

!

简单自回归模型

当
-

"

具有统计显著的间隔为
#

的自相关系数时!滞后值
-

";#

可能会在预测
-

"

时有用
#

下面的简单模型可以利用这样的预测功用%

-

"

&-

?

$-

#

-

"

'

#

$

O

"

#

$<@

$

其中-

O

"

.是均值为
?

"方差为
$

$

O

的白噪声序列
#

这个模型与众所周知的简单线性回归模型

有相同的形式!这里
-

"

是因变量!

-

";#

是解释变量
#

在时间序列文献中!模型#式#

$<@

$$称

为一阶自回归"

!"

#模型!或简称
W"

#

#

$模型
#

该模型也广泛地应用在随机波动率的建模

中!只不过
-

"

由它的对数波动率所代替#见第
&

章$

#

式#

$<@

$中的
W"

#

#

$模型有若干类似于简单线性回归模型的性质
#

但是!这两个模型

之间存在一些显著的差异!这一点将在以后讨论
#

这里我们注意这样一个事实就够了%在

已知过去收益率
-

";#

的条件下!由
W"

#

#

$模型可推得%

M

#

-

"

-

"

'

#

$

&-

?

$-

#

-

"

'

#

!

!

Z9*

#

-

"

-

"

'

#

$

&

Z9*

#

O

"

$

&$

$

O

也就是说!给定过去收益率
-

";#

!本期收益率将以
-

?

A

-

#

-

";#

为中心取值!标准差是
$

O

#

给定
-

";#

条件下!收益率
-

"

与
-

";6

无关!其中
6

&

#

!这是
W"

#

#

$的马尔科夫性
#

显然!某

A4!
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些情况下
-

";#

不能单独决定
-

"

的条件期望!所以需要更灵活一些的模型
#W"

#

#

$模型的直

接推广是
W"

#

3

$模型%

-

"

&-

?

$-

#

-

"

'

#

$

)

$-

3

-

"

'3

$

O

"

#

$<:

$

其中
3

是非负整数!-

O

"

.的定义与式#

$<@

$中一样
#

这个模型说的是给定过去数据!过去的

3

个值
-

";6

#

6B#

!)!

3

$联合决定
-

"

的条件期望
#W"

#

3

$模型与以
3

个滞后值作为解释

变量的多元线性回归有相同形式
#

$"("!

!

7)

模型的性质

为了有效地利用
W"

模型!有必要对它的基本性质进行研究
#

我们详细地讨论
W"

#

#

$和

W"

#

$

$模型的性质!对一般的
W"

#

3

$模型只给出结果
#

7)

!

!

"模型

我们首先讨论式#

$<@

$定义的
W"

#

#

$模型弱平稳性的充分必要条件
#

假定序列是弱平

稳的!则
M

#

-

"

$

B

#

!

Z9*

#

-

"

$

B

)

?

!

8+P

#

-

"

!

-

";

+

$

B

)

+

!其中
#

和
)

?

是常数!

)

+

是
+

的函

数而与
"

无关
#

我们容易得到序列的均值"方差和自相关系数
#

对式#

$<@

$两边取期望!因

为
M

#

O

"

$

B?

!所以

M

#

-

"

$

&-

?

$-

#

M

#

-

"

'

#

$

在平稳性的条件下!

M

#

-

"

$

BM

#

-

";#

$

B

#

!从而

#

&-

?

$-

#

#

!

或
!

M

%

-

"

&

&

#

&

-

?

#

'-

#

这个结果对
-

"

有两个含义%第一!若
-

#

-

#

!则
-

"

的均值存在,第二!

-

"

的均值为
?

当且仅当

-

?

B?#

因此!对平稳
W"

#

#

$过程!常数项
-

?

与
-

"

的均值有关!

-

?

B?

意味着
M

#

-

"

$

B?#

我们利用
-

?

B

#

#;

-

#

$

#

可以把
W"

#

#

$模型写成如下形式

-

"

'

#

&-

#

#

-

"

'

#

'

#

$

$

O

"

#

$<#?

$

重复代入!由上述方程可推得

-

"

'

#

&

O

"

$-

#

O

"

'

#

$-

$

#

O

"

'

$

$

)

&

$

L

6

&

?

-

6

#

O

"

'

6

#

$<##

$

如果设
,

6

B

-

6

#

!上式就把
W"

#

#

$模型表达为式#

$<&

$的形式
#

因此!

-

"

;

#

是
O

";6

的线性函

数!其中
6

4

?#

利用这个性质和-

O

"

.的独立性!我们有
M

'#

-

"

;

#

$

O

"A#

(

B?#

根据平稳性的

假定!我们有
8+P

#

-

";#

!

O

"

$

BM

'#

-

";#

;

#

$

O

"

(

B?#

因为
-

";#

发生在
"

时刻之前!而
O

"

作

为
"

时刻的扰动!它不依赖于任何过去的信息!所以上面等式的后一个结果可以从这些事

实得出来
#

对式#

$<#?

$两边平方!然后取期望!得到

Z9*

#

-

"

$

&-

$

#

Z9*

#

-

"

'

#

$

$$

$

O

其中
$

$

O

是
O

"

的方差!这里我们用到*

-

";#

与
O

"

的协方差为
?

+这样一个事实
#

而在平稳性的

假定下!

Z9*

#

-

"

$

BZ9*

#

-

";#

$!因此

Z9*

#

-

"

$

&

$

$

O

#

'-

$

#

在
-

$

#

'

#

时成立
#

-

$

#

'

#

的要求源于随机变量方差的非负性和
-

"

的弱平稳性
#

因此!由
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W"

#

#

$模型的弱平稳性可推出
;#

'-

#

'

#

!即
-

#

'

##

反之!若
-

#

'

#

!由式#

$<##

$和

序列-

O

"

.的独立性!可以证明
-

"

的均值和方差是有限的并且不随时间变化!参见式#

$<'

$

#

另外!由式#

$<(

$!

-

"

的自协方差也是有限的
#

所以!

W"

#

#

$模型是弱平稳的
#

综上所述!

式#

$<@

$定义的
W"

#

#

$模型是弱平稳的充分必要条件是
-

#

'

##

应用
-

?

B

#

#;

-

#

$

#

!可以把
W"

#

#

$模型重新写为%

-

"

&

#

#

'-

#

$

#

$-

#

-

"

'

#

$

O

"

在金融文献中!这个模型常用
-

#

来刻画
W"

#

#

$时间序列的动态相依性的持续性
#

7)

!

!

"模型的自相关函数

在式#

$<#?

$两端乘以
O

"

!再取期望!利用
O

"

与
-

";#

的独立性!我们有

M

'

O

"

#

-

"

'

#

$(

&-

#

M

'

O

"

#

-

"

'

#

'

#

$(

$

M

#

O

$

"

$

&

M

#

O

$

"

$

&$

$

O

其中
$

$

O

是
O

"

的方差
#

对式#

$<#?

$两端同乘以#

-

";

"

;

#

$!取期望!再利用上述结果!我们有

)

"

&

-

#

)

#

$$

$

O

"&

?

-

#

)

"'

#

"

&

-

?

这里我们用了
)

"

B

)

;

"

这个性质
#

因此!对式#

$<@

$定义的弱平稳
W"

#

#

$模型!我们有

Z9*

%

-

"

&

&)

?

&

$

$

#

'-

$

#

和
)

"

&-

#

)

"'

#

!"

&

?

由后一个方程!

-

"

的自相关函数#

W8Q

$满足

*

"

&-

#

*

"'

#

!"

&

?

因为
*

?

B#

!所以有
*

"

B

-

"

#

#

这个性质表明弱平稳
W"

#

#

$序列的自相关函数从
*

?

B#

开始以

比率为
-

#

的指数速度衰减
#

对正的
-

#

!

W"

#

#

$模型的自相关函数#

W8Q

$图像呈现漂亮的指

数衰减
#

对负的
-

#

!

W"

#

#

$模型的
W8Q

由上下两个都以
-

$

#

比率衰减的图像组成
#

图
$<@

显示!当
-

#

B?C@

和
-

#

B;?C@

时的
W"

#

#

$模型的
W8Q

图
#

图
$<@

!

W"

#

#

$模型的自相关函数

C4!
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7)

!

$

"模型

W"

#

$

$模型为

-

"

&-

?

$-

#

-

"

'

#

$-

$

-

"

'

$

$

O

"

#

$<#$

$

利用与
W"

#

#

$模型相同的方法!我们得到%只要
-

#

A

-

$

-

#

!就有

M

#

-

"

$

&

#

&

-

?

#

'-

#

'-

$

利用
-

?

B

#

#;

-

#

;

-

$

$

#

!我们可把
W"

#

$

$改写成

-

"

'

#

&-

#

#

-

"

'

#

'

#

$

$-

$

#

-

"

'

$

'

#

$

$

O

"

在上式两端同乘以
-

";

"

;

#

!我们有

#

-

"

'"

'

#

$#

-

"

'

#

$

&-

#

#

-

"

'"

'

#

$#

-

"

'

#

'

#

$

$-

$

#

-

"

'"

'

#

$#

-

"

'

$

'

#

$

$

#

-

"

'"

'

#

$

O

"

对上式两边取期望!并利用当
"&

?

时
M

'#

-

";

"

;

#

$

O

"

(

B?

这个性质!我们得到

)

"

&-

#

)

"'

#

$-

$

)

"'

$

!"

&

?

这个结果称为平稳
W"

#

$

$模型的矩方程#

/+/1=.1

f

>9.-+=

$!在上式两端同除以
)

?

!得到

-

"

的
W8Q

的性质%

*

"

&-

#

*

"'

#

$-

$

*

"'

$

!"

&

?

#

$<#%

$

特别地!间隔为
#

的
W8Q

满足

*

#

&-

#

*

?

$-

$

*

'

#

&-

#

$-

$

*

#

因此!对平稳的
W"

#

$

$序列
-

"

!我们有
*

?

B#

!

*

#

&

-

#

#

'-

$

*

"

&-

#

*

"'

#

$-

$

*

"'

$

!"

4

$

式#

$<#%

$的结果说的是%平稳
W"

#

$

$序列的
W8Q

满足二阶差分方程

#

#

'-

#

J

'-

$

J

$

$

*

"

&

?

其中
J

是延迟算子#

,9754T-J.

$#或滞后算子$!即
J

*

"

B

*

"

;#

#

这个差分方程决定了平稳
W"

#

$

$序列的
W8Q

性质!也决定了
-

"

的预测行为
#

在时间序列的文献中!有时也用
T

而不是

J

来表示延迟算子
#

可以用
T

表示滞后#

29

K

$算子!例如
T-

"

B-

";#

!

T

,

)

B

,

);#

#

与上面的差分方程相对应的是二次多项式方程

#

'-

#

:

'-

$

:

$

&

?

#

$<#&

$

这个方程的解是

:

&

-

#

U -

$

#

$

&

-槡 $

'

$

-

$

在时间序列文献中!称这两个解的倒数为
W"

#

$

$模型的特征根#

7T9*97.1*-4.-7*++.

$

#

用
.

#

和
.

$

表示这两个特征根
#

如果两个
.

6

都是实值的!则模型的二阶差分方程能分解为#

#;

.

#

J

$#

#;

.

$

J

$!这时
W"

#

$

$模型可以看成是一个
W"

#

#

$模型在另一个
W"

#

#

$模型上的运

算
#

因此!这时
-

"

的
W8Q

是两个指数衰减的混合
#

然而!如果
-

$

#

A&

-

$

'

?

!则
.

#

和
.

$

都是复数#称为复共轭对#

7+/

)

21F7+=

_

>

K

9.1

)

9-*

$$!这时
-

"

的
W8Q

图形将呈现出减幅的

正弦和余弦波图像
#

在商业和经济的应用中!复特征根是很重要的!它们可以刻画商业周

D;

第
$

章
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期的行为
#

对经济时间序列模型来说!复特征根是常见的
#

对于式#

$<#$

$定义的带一对共

轭复特征根的
W"

#

$

$模型!随机周期的平均#

9P1*9

K

1

$长度为

)

&

$

"

7+4

'

#

'

-

#

&#

$

'-槡 $

$(

其中反余弦函数的值是以弧度来表示的
#

如果我们将复数解写成
OkV-

的形式!其中 槡-B ;#

!

则我们有
-

#

B$O

!

-

$

B;

#

O

$

AV

$

$!并且

)

&

$

"

7+4

'

#

#

O

&

O

$

$

V槡
$

$

其中
O

$

AV槡
$是

OkV-

的模
#

参见例
$C%

的详细说明
#

图
$<:

显示的是
&

个平稳
W"

#

$

$模型的
W8Q#

图
$<:,

是
W"

#

$

$模型#

#;?C(JA

?C&J

$

$

-

"

BO

"

的
W8Q#

因为
-

$

#

A&

-

$

B?C%(A&I

#

;?C&

$

B;#C$&

'

?

!这个
W"

#

$

$模型包

含两个复特征根!所以它的
W8Q

呈现出减幅的正弦和余弦波状
#

其他
%

个
W"

#

$

$模型都

是有实特征根的!它们的
W8Q

呈指数衰减
#

图
$<:

!

W"

#

$

$模型的自相关函数

例
$"'

!

作为说明!考虑美国的实际国民生产总值#

d*+44R9.-+=92]*+0>7.

!

dR]

$季

节调整后的季度增长率!时间是从
#:&3

年第二季度到
$?#?

年第一季度!总计
$'$

个观测

值
#

图
$<#?

给出了该
dR]

序列的对数序列#单位%

#?

亿美元$和增长率的时序图
#

其中

图
$<#?,

的增长率时序图中增加了一条对应
?

值的水平线
#

图中清晰地表明大部分的增长

率为正值!最大的
dR]

下跌出现在
$??@

年衰退期
#

基于下一节中要讲述的建模过程!这

里我们对该序列应用一个
W"

#

%

$模型
#

拟合的模型是%

#

#

'

?C&%@J

'

?C$?(J

$

$

?C#'(J

%

$#

-

"

'

?C?#(

$

&

O

"

!

!

$

O &

:C''

*

#?

'

'

#

$<#'

$

E;!
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图
$<#?

!

从
#:&3

年第一季度到
$?#?

年第一季度的美国
dR]

序列时序图

模型的标准误差分别为
?C?($

"

?C?(3

"

?C?(%

和
?C??##

详细内容可以参见所附的
"

输出

结果
#

模型#式#

$<#'

$$给出了一个
%

阶多项式方程!即

#

'

?C&%@:

'

?C$?(:

$

$

?C#'(:

%

&

?

该方程有
%

个解!即
#C(#(A?C@(&-

"

#C(#(;?C@(&-

和
;#C:?:#

其中的实根对应于一个因

子'

#;

#

#

&

;#C:?:

$

:

(

B

#

#A?C'$&:

$!该因子表明了该
dR]

增长率的指数衰减特性
#

对

于复共轭对
#C(#(k?C@(&-

!我们得到其模为
#C(#(

$

A?C@(&槡
$

B#C@%%

!以及

)

&

$

"

7+4

'

#

#

#C(#(

&

#C@%%

$

"

#$C@?

因此!这个拟合的
W"

#

%

$模型确证了美国经济中存在随机周期
#

该周期的平均长度大约为
#$C@

个季度!这大约为
%

年
#

该结果是合理的!因为美国经济会经历膨胀期和紧缩期!一般相信膨

胀期的长度为
%

年
#

若我们用一个非线性模型把美国经济分解成*膨胀期+和*紧缩期+的话!数

据将表明紧缩期平均持续大约
%

个季度!而膨胀期的平均持续期为
%

年
#

例如!可以参见
G49

H

#

$?#?

!第
&

章$

#

平均持续期
#$C@

个季度是这两个平均持续期的折中
#

这里得到的周期性在国

民经济增长率的研究中是常见的!例如类似上面所述的现象在经济合作与发展组织#

U*

K

9=-c9.-+=

J+*V7+=+/-78++

)

1*9.-+=9=0b1P12+

)

/1=.

!

UV8b

!简称为经合组织$国家也是存在的
#

,;

第
$

章
!
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平稳性

W"

#

$

$时间序列的平稳性条件是它的两个特征根的绝对值都小于
#

!或者说!它

的两个特征根的模小于
##

因此!特征方程两个解的模要大于
##

在这种条件下!

式#

$<#%

$中的递归式保证模型的自相关函数随间隔
"

的增加而趋于
?

!这个趋于
?

的性

质是一个时间序列平稳的必要条件
#

事实上!这个条件也适用于
W"

#

#

$模型!这时特

征方程是
#;

-

#

:B?#

它的特征根为
.

B#

&

:B

-

#

!要使
-

"

是平稳的!必须有
-

#

的模小

于
##

而前面已证明过!对平稳
W"

#

#

$模型有
*

"

B

-

"

#

#

上面的条件意味着!当
".L

时

有
*

"

.

?#

7)

!

!

"模型

W"

#

#

$和
W"

#

$

$模型的结果可以方便地推广到由式#

$<:

$定义的
W"

#

3

$模型
#

对平稳

的
W"

#

3

$序列!其均值为

M

#

-

"

$

&

-

?

#

'-

#

'

)

'-

3

假定分母不等于
?#

该模型对应的特征方程为

#

'-

#

:

'-

$

:

$

'

)

'-

3

:

3

&

?

如果这个方程所有解的模都大于
#

!则序列
-

"

是平稳的
#

同样!该方程解的倒数为该

模型的特征根#

7T9*97.1*-4.-7*++.

$

#

因此!平稳性要求所有特征根的模都小于
##

对平稳

W"

#

3

$序列而言!其自相关函数满足下面的差分方程

#

#;

-

#

J;

-

$

J

$

;

)

;

-

3

J

3

$

*

"

B?

!"&

?

4;!
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平稳
W"

#

3

$模型的自相关函数#

W8Q

$图像呈现出减幅的正弦"余弦和指数衰减的混合

状!具体形状取决于其特征根的性质
#

$"("$

!

实践中
7)

模型的识别

在实际应用中!

W"

时间序列的阶数
3

是未知的!必须根据实际数据来决定
#

这个问

题叫做
W"

模型的定阶#

+*01*01.1*/-=9.-+=

$!这个问题在时间序列文献中已被广泛研究
#

一般有两个确定
3

值的方法%第一种方法是利用偏自相关函数#

]9*.-92W>.+8+**129.-+=

Q>=7.-+=

!

]W8Q

$!第二种方法是用某个信息准则函数
#

偏自相关函数!

:789

"

平稳时间序列的
]W8Q

是
W8Q

的函数!它在给
W"

模型定阶时是一个有用的工具
#

一

个简单而有效的引进
]W8Q

的方式是依次考虑如下一系列的
W"

模型%

-

"

&-

?

!

#

$-

#

!

#

-

"

'

#

$

W

#"

-

"

&-

?

!

$

$-

#

!

$

-

"

'

#

$-

$

!

$

-

"

'

$

$

W

$"

-

"

&-

?

!

%

$-

#

!

%

-

"

'

#

$-

$

!

%

-

"

'

$

$-

%

!

%

-

"

'

%

$

W

%"

-

"

&-

?

!

&

$-

#

!

&

-

"

'

#

$-

$

!

&

-

"

'

$

$-

%

!

&

-

"

'

%

$-

&

!

&

-

"

'

&

$

W

&"

!

/

!

其中!

-

?

!

+

是常数项!

-

6

!

+

是
-

";6

的系数!-

W

+

"

.是
W"

#

+

$模型的误差项
#

这些模型都是多元

线性回归的形式!可用最小二乘法来估计
#

事实上!由于它们是按阶的高低排列的!所以

我们可以应用多元线性回归分析中偏
?

检验的思想
#

第一个式子中的估计
-

#

!

#

称为
-

"

的间

隔为
#

的样本偏自相关函数,第二个式子中的估计
-

$

!

$

称为
-

"

的间隔为
$

的样本偏自相关

函数,第三个式子中的估计
-

%

!

%

称为
-

"

的间隔为
%

的样本偏自相关函数,以此类推
#

从定义可以看出!间隔为
$

的样本偏自相关函数
-

$

!

$

所表示的是%在
W"

#

#

$模型
-

"

B

-

?

A

-

#

-

";#

AW

#"

基础上添加的
-

";$

对
-

"

的贡献,

-

%

!

%

表示的是在
W"

#

$

$模型上添加的
-

";%

对
-

"

的贡

献等
#

因此!对一个
W"

#

3

$模型!间隔为
3

的样本偏自相关函数
]W8Q

不应为零!而对所有

+

&

3

!

-

+

!

+

应接近于零
#

我们利用这一性质来决定阶数
3

#

对于平稳高斯
W"

#

3

$模型!可以证

明其样本偏自相关函数#

]W8Q

$有如下性质%

%

当样本容量
F

趋于无穷大时!

-

3

!

3

收敛于
-

3

#

%

对
"&

3

!

-

"

!

"

收敛于零
#

%

对
"&

3

!

-

"

!

"

的渐近方差为
#

&

F#

这些结果表明
W"

#

3

$序列的样本偏自相关函数是
3

步截尾的
#

作为例子!考虑从
#:$(

年
#

月到
$??@

年
#$

月
8"Y]

价值加权指数的月简单收益率
#

表
$<#

给出了这个序列的样本自相关函数在前
#$

个间隔上的值
#FB::(

!该样本偏自相关

函数的渐近标准差大约为
?C?%$#

从而!在
'D

的显著性水平下!对该数据我们识别出一个

W"

#

%

$模型或
W"

#

:

$模型#也就是!

3

B%

或
:

$

#

如果应用
#D

的显著性水平!我们则识别

一个
W"

#

%

$模型
#

;;
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表
$#!

!

从
!&$4

年
!

月到
$%%6

年
!$

月
8);:

价值加权指数的月简单收益率

的样本偏自相关函数和信息准则
7<8

及
=<8

3

# $ % & ' (

]W8Q ?C##' ;?C?%? ;?C#?$ ?C?%% ?C?($ ;?C?'?

WM8 ;'C@%@ ;'C@%3 ;'C@&( ;'C@&' ;'C@&3 ;'C@&3

NM8 ;'C@%% ;'C@$3 ;'C@%# ;'C@$' ;'C@$$ ;'C@#@

3

3 @ : #? ## #$

]W8Q ?C?%# ?C?'$ ?C?(% ?C??' ;?C??' ?C?##

WM8 ;'C@&( ;'C@&3 ;'C@&: ;'C@&3 ;'C@&' ;'C@&%

NM8 ;'C@#$ ;'C@?3 ;'C@?' ;'C3:@ ;'C3:# ;'C3@&

作为另外一个例子!图
$<##

给出了例
$C%

中
dR]

增长率的
]W8Q#

图
$<##

中的两条

虚线表示的是大约为两个标准误差的上下限
k$

&槡$'$#

该
]W8Q

图表明
W"

#

%

$模型适合

该数据!因为在
'D

水平上!样本
]W8Q

在前
%

个间隔点上看起来是显著的
#

间隔为
:

的

]W8Q

也略微显著
#

而为了简单!我们这里不考虑这个更高阶的模型
#

图
$<##

!

从
#:&3

年第二季度到
$?#?

年第一季度美国实际
dR]

季度增长率的

样本偏自相关函数
#

虚线给出了置信水平为
:'D

的置信区间的近似

信息准则

有几种信息准则可用来确定
W"

过程的阶
3

!它们都基于似然函数
#

例如!著名的赤

池信息准则#

W59-51M=J+*/9.-+=8*-.1*-+=

!

WM8

$#

W59-51

!

#:3%

$的定义如下%

WM8

&

'

$

F

2=

%似然函数&

$

$

F

%参数的个数& %

$<#(

&

其中
F

是样本容量!公式中的*似然函数+是指极大似然函数估计
#

对高斯
W"

#

"

$模型!

WM8

简化为

=;!

金融时间序列的线性模型



WM8

#

"

$

&

2=

#

$

$

"

$

$

$

"

F

其中
$

$

"

是
$

$

O

的极大似然估计!

$

$

O

是
O

"

的方差!

F

是样本容量
#

式#

$<#(

$中
WM8

的第一项度

量
W"

#

"

$模型对数据的拟合优度!而第二项称为准则中的罚函数#

)

1=92.

H

J>=7.-+=

!又译为补

偿函数$!因为它用参数的个数来惩罚候选的模型
#

不同的罚函数将导致不同的信息准则
#

另外一个常用的信息准则函数为施瓦茨 贝叶斯信息准则#

N9

H

14-9=M=J+*/9.-+=8*-.1*-<

+=

!

NM8

$

#

对高斯
W"

#

"

$模型!该准则为

NM8

#

"

$

&

2=

#

$

$

"

$

$

"

2=

#

F

$

F

在
WM8

中对每个参数的惩罚为
$

!而在
NM8

中为
2=

#

F

$

#

因此!和
WM8

相比!当样本容量

适度或较大时!

NM8

倾向于选择一个低阶的
W"

模型
#

选择准则

在实际应用中!为了利用
WM8

来选择一个
W"

模型!要计算
WM8

#

"

$!其中
"

B?

!

#

!

$

!)!

!

!

!

为事先给定的一个正整数!然后选择阶
)

!使
WM8

达到最小值
#

该过程同样适用于
NM8#

表
$<#

也给出了
3

B#

!

$

!)!

#?

时
WM8

和
NM8

的值
#

这些
WM8

值都很接近!当
3

B:

时

!

图
$<#$

!

从
#:&3

年第二季度到
#::#

年第一季度美国实际

dR]

季度增长率的
WM8

值
#

最大阶数为
!B#$

达到最小值
;'C@&:

!故按
WM8

准则

应选
W"

#

:

$模型
#

而对
NM8

来说!当

3

B#

时!达到最小值
;'C@%%

!当

3

B%

时达到很接近最小值的第二小的

值
;'C@%##

因此
NM8

为加权指数收益

率选择一个
W"

#

#

$模型
#

这个例子说

明不同的方法或者准则可能会得出
3

的不同选择
#

在实际应用中!还没有

证据表明一种方法就一定比另外一种

方法好
#

对给定的时间序列选择一个

W"

模型时!还有两种因素起着重要

作用!就是所研究问题的具体信息和

模型的简单性
#

再次考虑例
$C%

中美国季度实际
dR]

增长率序列
#

图
$<#$

中给出了
!B#$

的
WM8

值
#WM8

信息准则为序列识别了一个
W"

#

:

$模型!但是它也说明了
W"

#

%

$模型也有合理

性
#

图
$<#$

表明!如果着重于较低阶的模型!

WM8

将会识别一个
W"

#

%

$模型
#

注意!在
"

中的
('

命令已经对
WM8

准则值进行了调整!使得
WM8

的最小值为
?#

@;

第
$

章
!
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!

!
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参数估计

对于由式#

$<:

$给出的一个具体的
W"

#

3

$模型!我们常用条件最小二乘法来估计其参

数!条件最小二乘法是从第
3

A#

个观测值开始的
#

具体地说!在给定前
3

个观测值的前

提下!我们有

-

"

&-

?

$-

#

-

"

'

#

$

)

$-

3

-

"

'3

$

O

"

!

!

"

&

3

$

#

!)!

F

上式为多元线性回归的形式!其中的参数可用最小二乘法估计
#

记
-

6

为
-

6

的估计!拟合的

模型#

J-..10/+012

$为

-

" &

-

?

$

-

#

-

"

'

#

$

)

$

-

3

-

"

'3

对应的残差为

O

" &

-

"

'

-

"

称
O

"

为残差序列#

*14-0>9241*-14

$!并得到

$

$

O &

$

F

"

&3$

#

O

$

"

F

'

$

3

'

#

如果用条件高斯最大似然方法!

-

6

的估计保持不变!而
$

$

O

的估计变为
$

$

O

B

$

$

O

I

#

F;$

3

;#

$&

#

F;

3

$

#

在一些统计软件包中!

$

$

O

的定义为
$

$

O

I

#

F;$

3

;#

$&

F#

作为说明!考虑对表
$<#

所示的价值加权指数的月简单收益率建立一个
W"

#

%

$模型
#

拟合的模型为

-

"

&

?C??:#

$

?C##(-

"

'

#

'

?C?#:-

"

'

$

'

?C#?&-

"

'

%

$

O

"

!

!

$

O &

?C?'&

模型系数的标准误差依次分别是
?C??$

"

?C?%$

"

?C?%$

和
?C?%$#

除了间隔为
$

的系数外!

其他系数在
#D

的水平下都是显著的
#

对这个例子!拟合模型的
W"

系数都很小!表明所考虑序列的前后相关性较弱!即使

这种相关性在
#D

水平下是统计显著的
#

拟合的模型中
-

?

的显著性意味着这个序列的期望

平均收益率是正的
#

事实上!

#

B?C??:#

&#

#;?C##(A?C?#:A?C#?&

$

B?C??:

!是一个很

小的数!但它有重要的长期意义
#

这意味着该指数的长期收益率是相当大的
#

利用第
#

章

中定义的多期简单收益率!

'

这时平均年度简单毛收益率是
#

::(

"

&

#

#

#

$

-

"

(

$

#$

&

::(

;#

"

?C?:%#

换句话说!

#:$(

0

$??@

年!

8"Y]

价值加权指数的月简单收益大约平均每年增长
:C%D

!

这支持这样一个通常的观点%从长期来看!股票市场的表现令人乐观
##:$(

年年初
#

美元

的投资!到
$??@

年年底的价值大约为
#':%

美元
#

A;!

金融时间序列的线性模型
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!!

模型的检验

我们必须仔细地检查拟合的模型以防止可能存在的模型的非充分性
#

如果模型是充分的!

则其残差序列应是白噪声
#

残差的样本自相关函数和式#

$<%

$定义的
`

_

>=

K

<N+F

统计量可用来

检验
O

"

与白噪声的接近程度
#

对
W"

#

3

$模型!

`

_

>=

K

<N+F

统计量
S

#

.

$渐近服从自由度为
.;

X

的
%

$

分布!其中
X

是所用模型中
W"

系数的个数
#

这里对自由度进行了修正!因为从拟合

W"

#

?

$模型到拟合
W"

#

3

$模型!对残差
O

"

的限制个数增加了
#

如果发现拟合的模型是不充分

的!那么就需要对它进行改进
#

例如!如果估计的
W"

系数中有一些与
?

没有显著差别!则

我们应该去掉这些不显著的参数对模型进行简化
#

如果残差的
W8Q

显示出额外的序列相关

性!则应考虑到这些相关性而对模型进行扩展
#

注记!大多数的时间序列软件包在对残差序列应用
`

_

>=

K

<N+F

统计量
S

"

.

#时不对自由度

进行调整
#

这与理论不相符合!但是当
.

*

X

时是可以理解的
#

在
"

中!在应用命令
('$.(

进行模型拟合后!可以应用命令
,0;$(*

来进行诊断检验
#

具体细节后面将进行讨论
#

现在考虑对价值加权指数的月简单收益率拟合
W"

#

%

$模型所得的残差序列
#

可算得

S

#

#$

$

B#(C%'

!并且基于它所渐进服从的自由度为
:

的
%

$

分布!得到的
3

值为
?C?(?#

这

样!在
'D

的水平下!前
#$

个间隔无前后相关性的原假设几乎不能拒绝
#

然而!间隔为
$

的
W"

系数在
'D

的水平下是不显著的!我们可以将模型改进为%

-

"

&

?C??@@

$

?C##&-

"

'

#

'

?C#?(-

"

'

%

$

O

"

!

!

$

O &

?C?'%(

现在所有的估计在
#D

的水平下都是显著的
#

残差序列给出
S

#

#$

$

B#(C@%

!其
3

值为

?C?3@

#基于
%

$

#?

分布$

#

该模型对数据的动态线性相依性的建模是充分的
#

B;

第
$

章
!
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$"("'

!

拟合优度

衡量平稳模型拟合优度#

K

++0=144+JJ-.

$的一个常用的统计量是
%

$ 统计量!其定义为

%

$

&

#

'

残差平方和
总误差平方和

对于平稳
W"

#

3

$时间序列模型!假设有
F

个观测值-

-

"

"B#

!)!

F

.!则
%

$ 变为

%

$

&

#

'

$

F

"

&3$

#

O

$

"

$

F

"

&3$

#

#

-

"

'

-

$

$

其中
-

#

&

$

F

"

&3$

#

-

$

"

&#

F

'

3

$

#

容易证明!

?

*

%

$

*

##

特别地!

%

$ 越大!表示模型对数据拟

合的越好
#

然而该结论只对平稳时间序列成立
#

对于本章后面将要讨论的单位根非平稳序

列!当样本容量趋于无穷大时!无论
-

"

实际服从一个什么样的模型!对其拟合的
W"

#

#

$模

型的
%

$ 均趋于
##

众所周知!对于一个给定的数据集!

%

$ 是所用参数个数的非降函数
#

为了克服该缺

点!建议用调整的
+

#

#

90

_

>4.10%

$

$!它的定义为

C;!

金融时间序列的线性模型
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W0

_

%

%

$

&

&

#

'

残差的方差

-

"

的方差

&

#

'

$

$

O

$

$

-

其中
$

$

-

是
-

"

的样本方差
#

这个新的衡量方法将拟合模型中用到的参数个数也考虑在内
#

然

而!其取值仍然是
?

!

##

$"("(

!

预测

预测是时间序列分析的一个重要应用
#

对式#

$<:

$中的
W"

#

3

$序列!假定我们在时间

指标为
Y

的点上!欲预测
-

YA

"

!

"4

##

时间指标
Y

称为预测原点#

J+*1794.+*-

K

-=

$!正整数

"

称为预测步长#

J+*1794.T+*-c+=

$

#

设
-

Y

#

"

$为
-

YA

"

的最小均方误差预测!我们选择
-

Y

#

"

$作

为预测!该预测
-

)

#

"

$满足%

M

-'

-

Y

$"

'

-

Y

#

"

$(

$

?

Y

.

*

/-=

X

M

'#

-

Y

$"

'

X

$

$

?

Y

(

其中
X

是到
Y

时刻#包括
Y

时刻$所得到信息的函数!即
X

是
?

Y

的函数
#

我们称
-

)

#

"

$为
-

"

的

以
Y

为预测原点的
"

步超前预测
#

在上面公式中!

?

Y

为在预测原点
Y

所得到的信息集合
#

超前
!

步预测

由
W"

#

3

$模型!我们有

-

Y

$

#

&-

?

$-

#

-

Y

$

)

$-

3

-

Y

$

#

'3

$

O

Y

$

#

在最小平方误差损失函数下!给定
?

Y

!

-

YA#

的点预测为条件期望

-

Y

#

#

$

&

M

#

-

Y

$

#

?

Y

$

&-

?

$

$

3

6

&

#

-

6

-

Y

$

#

'

6

对应的预测误差为

W

Y

#

#

$

&

-

Y

$

#

'

-

Y

#

#

$

&

O

Y

$

#

从而!超前
#

步预测误差的方差为
Z9*

'

W

Y

#

#

$(

BZ9*

#

O

YA#

$

B

$

$

O

#

若
O

"

服从正态分布!则
-

YA#

的

:'D

的超前
#

步区间预测是
-

Y

#

#

$

k#C:(I

$

O

#

对式#

$<&

$给出的线性模型!

O

"A#

也是以
"

为预测原

点的超前
#

步预测误差
#

在计量经济学文献中!

O

"A#

称为在
"A#

时刻对序列的扰动#

4T+75

$

#

在实际应用中!经常用被估参数来计算点预测和区间预测
#

这样做的结果是条件预测

#

7+=0-.-+=92J+*1794.

$!因为这样的预测没有考虑参数估计中的不确定性
#

在理论上!我们

可以在预测中考虑参数的不确定性!但复杂性大大增加
#

预测中考虑参数和模型不确定性

的自然途径是马尔科夫链蒙特卡洛#

69*5+P7T9-=6+=.189*2+

!

6868

$方法
#

具体细节

可以参见
G49

H

#

$?#?

$的第
#$

章
#

为了简单!本章假设模型为已知的
#

当在估计中使用的

样本容量充分大时!条件预测与无条件预测是接近的
#

超前
$

步预测

下面考虑以
Y

为预测原点对
-

YA$

的预测
#

由
W"

#

3

$模型!我们有

-

Y

$

$

&-

?

$-

#

-

Y

$

#

$

)

$-

3

-

Y

$

$

'3

$

O

Y

$

$

取条件期望!我们有

-

Y

#

$

$

&

M

#

-

Y

$

$

?

Y

$

&-

?

$-

#

-

Y

#

#

$

$-

$

-

Y$

)

$-

3

-

Y

$

$

'3

D=

第
$
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对应的预测误差为

W

Y

#

$

$

&

-

Y

$

$

'

-

Y

#

$

$

&-

#

'

-

Y

$

#

'

-

Y

#

#

$(

$

O

Y

$

$

&

O

Y

$

$

$-

#

O

Y

$

#

预测误差的方差为
Z9*

'

W

Y

#

$

$(

B

#

#A

-

$

#

$

$

$

O

#-

YA$

的区间预测可以用与
-

YA#

相同的方法计算

出来
#

值得注意的是
Z9*

'

W

Y

#

$

$(

4

Z9*

'

W

Y

#

#

$(!这意味着预测步长的增加会使预测中的不

确定性也增加
#

这与常识是一致的%对线性序列来说!我们在
Y

时刻对
-

YA$

的把握不如对

-

YA#

的把握大
#

超前多步预测

一般地!我们有

-

Y

$"

&-

?

$-

#

-

Y

$"'

#

$

)

$-

3

-

Y

$"'3

$

O

Y

$"

基于最小平方误差损失函数而得到的超前
"

步预测就是!给定
?

Y

的条件下
-

YA

"

的条件期

望!可以由下式得到

-

Y

#

"

$

&-

?

$

$

3

6

&

#

-

6

-

Y

#

"'

6

$

其中!当
6

*

?

时!容易理解
-

Y

#

6

$

B-

YA6

#

这个预测可用
-

Y

#

6

$#

6B#

!)!

"

;#

$递推地计算出

来
#

超前
"

步预测的误差是
W

Y

#

"

$

B-

YA

"

;

-

Y

#

"

$

#

可以证明%对平稳
W"

#

3

$序列!当
".L

时!

-

Y

#

"

$收敛于
M

#

-

"

$

#

也就是说!对这样的序列!长期的点预测趋于无条件均值
#

在金融学文

献中!这种性质称为均值回转#

/19=*1P1*4-+=

$

#

对
W"

#

#

$模型!均值回转的速度由半衰期

#

T92J<2-J1

$来衡量!其中半衰期定义为
"

B2=

#

?C'

$&

2=

#

-

#

$

#

预测误差的方差则趋于
-

"

的无条

件方差
#

注意!对式#

$<@

$中的
W"

#

#

$模型!设
-

"

B-

"

;M

#

-

"

$为均值调整序列
#

容易得到在

预测原点
Y

的
"

步超前预测为
-

Y

#

"

$

B

-

"

#

-

Y

#

也就是!

-

"

#

B

#

$

#

因此!

"

B2=

#

?C'

$&

2=

#

-

#

$

#

表
$<$

包含了对价值加权指数月简单收益率的超前
#

步至
#$

步的预测结果以及相应的

预测误差的标准误差%以
:@&

为预测原点!利用前
:@&

个观测值重新估计的
W"

#

%

$模型
#

拟合的模型为%

-

"

&

?C??:@

$

?C#?$&-

"

'

#

'

?C?$?#-

"

'

$

'

?C#?:?-

"

'

%

$

O

"

表
$#$

!

对
8);:

价值加权指数月简单收益率用
7)

"

'

#模型的超前多步预测的结果$预测原点为
&6(

步数
# $ % & ' (

预测值
?C??3( ?C?#(# ?C?##@ ?C??:: ?C??@: ?C??:%

标准误差
?C?'%& ?C?'%3 ?C?'%3 ?C?'&? ?C?'&? ?C?'&?

真实值
;?C?($% ;?C?$$? ;?C?#?' ?C?'## ?C?$%@ ;?C?3@(

步数
3 @ : #? ## #$

预测值
?C??:' ?C??:3 ?C??:( ?C??:( ?C??:( ?C??:(

标准误差
?C?'&? ?C?'&? ?C?'&? ?C?'&? ?C?'&? ?C?'&?

真实值
;?C?#%$ ?C?##? ;?C?:@# ;?C#@&3 ;?C?@'$ ?C?$#'

!!

注$预测原点为
:@&C

这里
$

O

B?C?'&#

表
$<$

中也给出了
$??@

年的实际收益率
#

由于序列的弱自相关性!

预测值和预测误差的标准差很快收敛到数据的样本均值和标准差
#

前
:@&

个观测值的样本

均值和标准差分别为
?C??:'

和
?C?'&?#

图
$<#%

显示了价值加权指数月简单收益率的样本外预测值
#

预测原点为
$??3

年
#$

E=!

金融时间序列的线性模型

(@



月!相应于
"B:@&#

图
$<#%

中包括预测值的两个标准差的上下限和
$??@

年的实际收益率
#

在图
$<#%

中!预测值和真实值分别用*

+

+和*1+来标记
#

从图
$<#%

中可知!除了
$??@

年

#?

月以外!所有真实收益都位于
:'D

的预测区间内
#

图
$<#%

!

8"Y]

价值加权指数月对数收益率的超前
#

步至
#$

步的预测图!预测原点为
"B:@&

!预测

值用*

+

+表示!实际值用实点*1+表示
#

两条虚线表示预测值的两个标准误差的上下限

$"3

!

简单移动平均模型

我们来讨论
6W

模型!它们在金融收益率建模中也很有用
#

如在第
(

章将要讨论的!

股票交易中买卖价的弹跳会在收益率序列中引出一个
6W

#

#

$结构
#

有几种方式引进
6W

模型%一种方式是把它当做白噪声序列的简单推广!另一种方式是把它看成参数受某种限

制的无穷阶
W"

模型
#

我们采用第二种方式
#

除了简单性之外!没有特别的理由预先假定
W"

模型的阶是有限的
#

至少在理论上我

们可以考虑无穷阶
W"

模型!其形式为%

-

"

&-

?

$-

#

-

"

'

#

$-

$

-

"

'

$

$

)

$

O

"

然而!这样的
W"

模型是没有实际意义的!因为它有无穷多个参数
#

使这样的模型有实际

用途的一个方式是假定系数
-

6

满足某种限制条件!使得它们可由有限个参数决定
#

这种想

法的一个特殊情形为

-

"

&-

?

'/

#

-

"

'

#

'/

$

#

-

"

'

$

'/

%

#

-

"

'

%

'

)

$

O

"

#

$<#3

$

其中系数只依赖于单个参数
/

#

!对
6

4

#

满足
-

6

B;

/

6

#

#

要使式#

$<#3

$中的模型是平稳的!

/

#

的绝对值必须小于
#

,否则!

/

6

#

以及序列本身将发散
#

因为
/

#

'

#

!所以当
6

.L

时!

有
/

6

#

.

?

!从而
-

";6

对
-

"

的贡献随
6

的增加以指数速度衰减
#

这一点是合理的!因为平稳

序列
-

"

对它的滞后值
-

";6

如果有依赖的话!这种依赖程度应随时间衰减
#

式#

$<#3

$中的模型能写成一个比较紧凑的形式
#

为此!我们把模型重写成

-

"

$/

#

-

"

'

#

$/

$

#

-

"

'

$

$

)

&-

?

$

O

"

#

$<#@

$
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对
-

";#

的模型为

-

"

'

#

$/

#

-

"

'

$

$/

$

#

-

"

'

%

$

)

&-

?

$

O

"

'

#

#

$<#:

$

在式#

$<#:

$两边乘以
/

#

!然后减去式#

$<#@

$!得到

-

"

&-

?

#

#

'/

#

$

$

O

"

'/

#

O

"

'

#

此式说明!除了常数项外!

-

"

是两个扰动
O

"

和
O

";#

的加权平均
#

因此!该模型称为
#

阶

6W

模型!简称
6W

#

#

$模型
#6W

#

#

$模型的一般形式为

-

"

&

<

?

$

O

"

'/

#

O

"

'

#

!

或者
!

-

"

&

<

?

$

#

#

'/

#

J

$

O

"

#

$<$?

$

其中
<

?

是常数!-

O

"

.是白噪声序列
#

类似地!

6W

#

$

$模型的形式为

-

"

&

<

?

$

O

"

'/

#

O

"

'

#

'/

$

O

"

'

$

#

$<$#

$

6W

#

I

$模型为

-

"

&

<

?

$

O

"

'/

#

O

"

'

#

'

)

'/

I

O

"

'I

#

$<$$

$

或
-

"

B<

?

A

#

#;

/

#

J;

)

;

/

I

J

I

$

O

"

!其中
I

&

?#

$"3"!

!

>7

模型的性质

我们仍然只讨论简单的
6W

#

#

$和
6W

#

$

$模型!一般的
6W

#

I

$模型的结果可用相同的

方法得到
#

平稳性

6W

模型总是弱平稳的!因为它们是白噪声序列的有限线性组合!其前两阶矩是不随

时间变化的
#

例如!考虑式#

$<$?

$给出的
6W

#

#

$模型
#

对这个模型两端取期望!得到

M

#

-

"

$

&

<

?

上式中的
M

#

-

"

$不随时间变化
#

在式#

$<$?

$两端取方差!我们有

Z9*

#

-

"

$

&$

$

O

$/

$

#

$

$

O

&

#

#

$/

$

#

$

$

$

O

这里我们用到
O

"

与
O

";#

的不相关性
#Z9*

#

-

"

$也是不随时间变化的
#

这些讨论对一般的

6W

#

I

$模型也适用!因此我们得到两个一般性质%第一!

6W

模型的常数项就是序列的均

值#即
M

#

-

"

$

B<

?

$,第二!

6W

#

I

$模型的方差为

Z9*

#

-

"

$

&

#

#

$/

$

#

$/

$

$

$

)

$/

$

I

$

$

$

O

自相关函数

为简单起见!假定
6W

#

#

$模型中
<

?

B?#

模型两端乘以
-

";

"

!我们有

-

"

'"

-

"

&

-

"

'"

O

"

'/

#

-

"

'"

O

"

'

#

取期望!得到

)

#

&'/

#

$

$

O

!

且
"

&

#

时(

!)

"

&

?

利用上述结果和
Z9*

#

-

"

$

B

#

#A

/

$

#

$

$

$

O

!我们有

*

?

&

#

(

!

*

#

&

'/

#

#

$/

$

#

(

!

*

"

&

?

(

!"

&

#

因此!对
6W

#

#

$模型!间隔为
#

的
W8Q

不为
?

!但所有间隔大于
#

的
W8Q

都是
?#

换言之!

6W

#

#

$模型的
W8Q

在间隔为
#

以后是截尾的
#

对式#

$<$#

$给出的
6W

#

$

$模型!自相关系数是

4=!

金融时间序列的线性模型
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*

#

&

'/

#

$/

#

/

$

#

$/

$

#

$/

$

$

(

!

*

$

&

'/

$

#

$/

$

#

$/

$

$

(

!

*

"

&

?

(

!"

&

$

%

$<$%

&

这里!在间隔为
$

以后截尾
#

这个性质可推广到其他
6W

模型
#

对
6W

#

I

$模型!其
W8Q

在间隔为
I

时不为
?

!但对
"&

I

!

*

"

B?#

因此!

6W

#

I

$序列只与其前
I

个滞后值线性相关!

从而它是一个*有限记忆+模型
#

可逆性

将零均值
6W

#

#

$模型改写为
O

"

B-

"

A

/

#

O

";#

!重复代替可以得到

O

"

&

-

"

$/

#

-

"

'

#

$/

$

#

-

"

'

$

$/

%

#

-

"

'

%

$

)

该等式表明当前的扰动
O

"

是序列
-

"

现在和过去取值的线性组合
#

从直观上看!随着
+

的增加
/

+

#

应该趋于零!因为即使遥远的过去收益率
-

";

+

对当前的扰动有影响!其影响也微不足道
#

因此!

要使
6W

#

#

$模型看起来是合理的!我们应该要求
/

#

'

##

这样的
6W

#

#

$模型称为可逆的
#

如

果
/

#

B#

!则
6W

#

#

$模型是不可逆的
#

对于可逆性的进一步讨论参见
G49

H

#

$?#?

!第
$

章$

#

$"3"$

!

>7

模型定阶

自相关函数
W8Q

是识别一个
6W

模型阶数的有用工具
#

对于具有自相关函数
*

"

的时

间序列
-

"

!若
*

I

-

?

!但对
"&

I

有
*

"

B?

!则
-

"

服从一个
6W

#

I

$模型
#

图
$<#&

显示了
$"%&

等权重指数#

1

f

>92<̂ 1-

K

T.10-=01F

$从
#:$(

年
#

月到
$??@

年
#$

月

的月简单收益率的时序图和样本自相关函数图
#

在样本自相关函数图中有两条虚线!它们

是两个标准误差的上下限
#

可见!该序列的自相关系数在间隔为
#

"

%

"

:

时显著
#

在更大

的间隔上也有稍微显著的!但我们这里不考虑它们
#

基于样本自相关函数!我们给该序列

建立下面的
6W

#

:

$模型%

-

"

&

<

?

$

O

"

'/

#

O

"

'

#

'/

%

O

"

'

%

'/

:

O

"

'

:

图
$<#&

!

8"Y]

等权重指数从
#:$(

年
#

月到
$??@

年
#$

月的月简单收益率的时序图和样本自相关函数图

;=

第
$
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注意!与
]W8Q

不同!样本
W8Q

提供了模型非零
6W

滞后项的信息
#

为了说明这一点!例如!考虑一个
/

#

B?

的简单
6W

#

$

$模型
#

模型为
-

"

B<

?

AO

"

;

/

$

O

";$

#

应用式#

$<$%

$或者直接计算!得到模型的
W8Q

为%

*

?

&

#

(

!

*

#

&

?

(

!

*

$

&

'/

$

#

$/

$

$

并且当
+

&

$

时(有
*

+

&

#C

因此对于这一特殊的例子!

W8Q

给出了模型结构的准确信息
#

$"3"'

!

模型估计

估计
6W

模型通常用最大似然法
#

有两种方法求
6W

模型的似然函数
#

第一个方法是

假设初始的*扰动+#即
O

"

!

"

*

?

$都是
?

!这样由
O

#

B-

#

;<

?

!

O

$

B-

$

;<

?

A

/

#

O

#

!可递推得

到计算似然函数所需要的*扰动+

#

这种方法称为条件似然法#

7+=0-.-+=922-512-T++0/1.T+0

$!

所得的估计是条件最大似然估计
#

第二种方法是把初始*扰动+

O

"

!

"

*

?

!当做模型的附加

参数与其他参数一起估计出来!这种方法称为精确似然法#

1F97.2-512-T++0/1.T+0

$

#

精确

似然估计优于条件似然估计!尤其是当
6W

模型接近于不可逆时
#

然而!精确似然估计的

计算会更复杂一些
#

如果样本量较大!这两种似然估计是接近的
#

关于
6W

模型精确似然

估计和条件似然估计的细节讨论!可参阅
N+F

等#

#::&

$或
G49

H

#

$?#?

!第
@

章$

#

作为例子!我们来考虑
8"Y]

等权重指数的月简单收益率序列!建立一个
6W

#

:

$模

型
#

用条件最大似然法拟合的模型为

-

"

&

?C?#$

$

O

"

$

?C#@:O

"

'

#

'

?C#$#O

"

'

%

$

?C#$$O

"

'

:

!

!

$

O &

?C?3#&

#

$<$&

$

其中系数估计的标准误差分别为
?C??%

"

?C?%#

"

?C?%#

和
?C?%##

残差的
`

_

>=

K

<N+F

统计

量为
S

#

#$

$

B#3C'

!基于自由度为
:

的
%

$

分布的
3

值为
?C?&##

由此可知!模型对于数据

动态线性依赖关系的刻画是不充分的!还需要修正
#

如果应用的自由度为
#$

!则
3

值为

?C#%$#

用精确最大似然法拟合的模型为

-

"

&

?C?#$

$

O

"

$

?C#:#O

"

'

#

'

?C#$?O

"

'

%

$

?C#$%O

"

'

:

!

!

$

O &

?C?3#&

#

$<$'

$

其中各估计的标准误差为
?C??%

"

?C?%#

"

?C?%#

和
?C?%##

残差的
`

_

>=

K

<N+F

统计量为
S

#

#$

$

B

#3C(#

当自由度分别为
:

和
#$

时!相应的
3

值分别为
?C?&?

和
?C#$@#

和前面一样!拟合的模型

仅仅略微充分
#

比较模型#式#

$<$&

$$和模型#式#

$<$'

$$!可见!对这样一个具体例子来说!条件

似然法和精确似然法的差别是微不足道的
#

注记$

"

用精确似然法进行估计
#

另外!

6W

的多项式写为
#A

/

#

JA

'

A

/

I

J

I

!而不

是通常的参数化方式
#;

/

#

J;

'

;

/

I

J

I

#

特别地!

"

的
('$.(

命令的
W"6W

"

3

!

I

#模型

的形式为$

#

#

'-

#

J

'

)

'-

3

J

3

$#

-

"

'

#

$

&

#

#

$/

#

J

$

)

$/

I

J

I

$

O

"

其中!

#

称为截距#

-=.1*71

)

.

$

#

参见后面所附的
"

输出
#

$"3"(

!

用
>7

模型预测

6W

模型的预测很容易实现
#

因为模型具有有限记忆!它的点预测很快变为序列的均

值
#

为了说明这一点!设预测原点为
Y

!

?

Y

为在
Y

时刻所能得到的信息集合
#

对
6W

#

#

$过

==!

金融时间序列的线性模型
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程的超前
#

步预测!由模型可知

-

Y

$

#

&

<

?

$

O

Y

$

#

'/

#

O

Y

取条件期望!我们有

-

Y

#

#

$

&

M

#

-

Y

$

#

?

Y

$

&

<

?

'/

#

O

Y

W

Y

#

#

$

&

-

Y

$

#

'

-

Y

#

#

$

&

O

Y

$

#

超前
#

步预测误差的方差为
Z9*

'

W

Y

#

#

$(

B

$

$

O

#

在实际中!

O

Y

这个量可由多种方式得到!例

如可假定
O

?

B?

!则有
O

#

B-

#

;<

?

#

而当
$

*

"

*

Y

时!

O

"

可由公式
O

"

B-

"

;<

?

A

/

#

O

";#

递推

得到
#

另外!还可用
6W

#

#

$模型的
W"

表示来计算
O

"

#参见
$C(C'

节$

#

当然!

O

"

是拟合的

6W

#

#

$模型的残差序列!所以它可以自然地从估计中得到
#

关于超前
$

步预测!由方程

-

Y

$

$

&

<

?

$

O

Y

$

$

'/

#

O

Y

$

#

我们有

-

Y

#

$

$

&

M

#

-

Y

$

$

?

Y

$

&

<

?

W

Y

#

$

$

&

-

Y

$

$

'

-

Y

#

$

$

&

O

Y

$

$

'/

#

O

Y

$

#

预测误差的方差为
Z9*

'

W

Y

#

$

$(

B

#

#A

/

$

#

$

$

$

O

!这是模型的方差!它大于或等于超前
#

步预测误

差的方差
#

上面的结果表明
6W

#

#

$的超前
$

步预测为模型的简单无条件均值!这一点对任意

预测原点
Y

都正确
#

更一般地!当
"4

$

时!

-

Y

#

"

$

B<

?

#

总而言之!对于一个
6W

#

#

$模型!

以
Y

为预测原点的超前
#

步预测为
<

?

;

/

#

O

Y

!超前多步预测为模型的无条件均值
<

?

#

如果我们

画出
-

Y

#

"

$相对
"

变化的图形!就会看到超前
#

步预测之后的预测值变成了一条水平直线
#

因

此!对于
6W

#

#

$模型而言!均值回转只需要一个时间周期
#

类似地!对于
6W

#

$

$模型!我们有

-

Y

$"

&

<

?

$

O

Y

$"

'/

#

O

Y

$"'

#

'/

$

O

Y

$"'

$

由此得到

-

Y

#

#

$

&

<

?

'/

#

O

Y

'/

$

O

Y

'

#

-

Y

#

$

$

&

<

?

'/

$

O

Y

-

Y

#

"

$

&

<

?

!"

&

$

这样!在
$

步预测以后!

6W

#

$

$模型的超前多步预测达到序列的均值!

$

步以后预测误差

的方差也是序列的方差
#

一般地!对一个
6W

#

I

$模型!前
I

步以后!超前多步预测就达到

模型的均值
#

表
$<%

给出的是为等权重指数的月简单收益率建立的形如式#

$<$'

$中
6W

#

:

$模型的一

些预测值!预测原点为
YB:@(

#

$??@

年
$

月$

#

应用前
:@(

个观测值重新估计模型的参数
#

序列观测值的样本均值和样本标准差分别是
?C?#$@

和
?C?3%(#

正如所料!表
$<%

说明%

#

$超前
#?

步预测值即为样本均值,

$

$当预测步数增加时!预测误差的标准差趋于序列的标

准差
#

对这个具体的例子!由于次贷危机和雷曼兄弟倒闭而引起的世界范围的金融危机的

影响!预测值显著地不同于观测的真实值
#
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表
$#'

!

为
8);:

等权重指数月简单收益率拟合的
>7

"

&

#模型的样本外预测

步数
# $ % & '

预测值
?C??&% ?C?#%( ?C?#'? ?C?#&& ?C?#$?

标准差
?C?3#$ ?C?3$& ?C?3$: ?C?3$: ?C?3$:

实际值
;?C?$(? ?C?%#$ ?C?%$$ ;?C?@3# ;?C??#?

步数
( 3 @ : #?

预测值
?C??#: ?C?#$$ ?C??'( ?C??@' ?C?#$@

标准差
?C?3$: ?C?3$: ?C?3$: ?C?3$: ?C?3%&

实际值
?C?#&# ;?C#$?: ;?C$?(? ;?C#%(( ?C?&%#

!!

注$预测原点为
$??@

年
$

月!即
YB:@(!

模型由精确极大似然法来估计
!

A=!

金融时间序列的线性模型



小结

下面依次对
W"

模型和
6W

模型进行简要总结
#

我们讨论了以下一些性质%

%

对
6W

模型!

W8Q

对模型的定阶是有用的!因为
6W

#

I

$序列的
W8Q

是
I

步截尾的
#

%

对
W"

模型!

]W8Q

对模型定阶是有用的!因为
W"

#

3

$序列的
]W8Q

是
3

步截尾的
#

%

6W

序列总是平稳的!而对
W"

序列!当其特征根的模都小于
#

时!它才是平稳的
#

%

对一个平稳序列!超前多步预测收敛于序列的均值!预测误差的方差收敛于序列

的方差
#

$"4

!

简单
7)>7

模型

在有些应用中!如果应用前面介绍的
$C&

节或者
$C'

节中的模型!可能需要高阶的

W"

或
6W

模型才能充分地描述数据的动态结构!这样就有很多参数要估计!问题就变得

繁琐了
!

为了克服这个困难!人们提出了
W"6W

模型!参见
N+F

等#

#::&

$

!W"6W

模型

的基本思想是把
W"

和
6W

模型的想法结合在一个紧凑的形式中!将模型参数的个数保持

很小!使模型达到参数的简约化
!

该模型在商业"经济和工程时间序列的建模中很有用
!

然而!对金融中的收益率序列!直接应用
W"6W

模型的机会较少
!

然而!

W"6W

模型的

概念与波动率建模有密切关系
!

事实上!广义自回归条件异方差#

d1=1*92-c10W>.+*1

K

*14<

4-P18+=0-.-+=92X1.1*+471094.-7

!

dW"8X

$模型可以认为是序列
O

$

"

的
W"6W

模型!尽管

是非标准的!详见第
&

章
!

在本节中!我们研究最简单的
W"6W

#

#

!

#

$模型
#

称一个时间序列
-

"

服从
W"6W

#

#

!

#

$模型!如果
-

"

满足

-

"

'-

#

-

"

'

#

&-

?

$

O

"

'/

#

O

"

'

#

#

$<$(

$

其中-

O

"

.是白噪声序列
#

式#

$<$(

$的左边是模型的
W"

部分!右边是
6W

部分!常数项为

-

?

#

为了使这样一个模型有意义!要求
-

#

-/

#

,否则!在方程的两端消去一个公因子!方

程所决定的过程变为一个白噪声序列
#

B=

第
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$"4"!

!

7)>7

"

!

$

!

#模型的性质

W"6W

#

#

!

#

$模型的性质是
W"

#

#

$模型相应性质的推广!同时有一些小的修正来处理

6W

#

#

$部分的影响
#

首先讨论平稳性条件
#

在式#

$<$(

$两端取期望!得到

M

#

-

"

$

'-

#

M

#

-

"

'

#

$

&-

?

$

M

#

O

"

$

'/

#

M

#

O

"

'

#

$

因为对所有的
6

!都有
M

#

O

6

$

B?

!所以假定序列是弱平稳的!则
-

"

的均值为

M

#

-

"

$

&

#

&

-

?

#

'-

#

这个结果和式#

$<@

$的
W"

#

#

$模型的结果完全一样
#

为了简单起见!假定
-

?

B?#

下面我们考虑
-

"

的自协方差函数
#

首先!在模型两端乘

以
O

"

再取期望!我们有

M

#

-

"

O

"

$

&

M

#

O

$

"

$

'/

#

M

#

O

"

O

"

'

#

$

&

M

#

O

$

"

$

&$

$

O

#

$<$3

$

把模型改写成

-

"

&-

#

-

"

'

#

$

O

"

'/

#

O

"

'

#

对上式两端取方差!得到

Z9*

#

-

"

$

&-

$

#

Z9*

#

-

"

'

#

$

$$

$

O

$/

$

#

$

$

O

'

$

-

#

/

#

M

#

-

"

'

#

O

"

'

#

$

这里我们用到
-

";#

与
O

"

不相关这一事实
#

利用式#

$<$3

$!我们得到

Z9*

#

-

"

$

'-

$

#

Z9*

#

-

"

'

#

$

&

#

#

'

$

-

#

/

#

$/

$

#

$

$

$

O

从而!若序列
-

"

是弱平稳的!则
Z9*

#

-

"

$

BZ9*

#

-

";#

$!且有

Z9*

#

-

"

$

&

#

#

'

$

-

#

/

#

$/

$

#

$

$

$

O

#

'-

$

#

因为方差是正的!所以我们需要
-

$

#

'

#

#即
-

#

'

#

$

#

这又与
W"

#

#

$模型的平稳性条件一样
#

为了得到
-

"

的自协方差函数!我们假定
-

?

B?

!并在式#

$<$(

$两端乘以
-

";

"

!得到

-

"

-

"

'"

'-

#

-

"

'

#

-

"

'"

&

O

"

-

"

'"

'/

#

O

"

'

#

-

"

'"

对
"

B#

!在上式两端取期望并利用
";#

时的式#

$<$3

$!我们有

)

#

'-

#

)

?

&'/

#

$

$

O

其中!

)

"

B8+P

#

-

"

!

-

";

"

$

#

这个结果不同于
W"

#

#

$情形!对
W"

#

#

$模型有
)

#

;

-

#

)

?

B?#

然而!对
"

B$

!取期望后!可以得到

)

$

'-

#

)

#

&

?

这与
W"

#

#

$情形一样
#

事实上!用相同的方法可得到

)

"

'-

#

)

"'

#

&

?

!"

&

#

#

$<$@

$

对于
W8Q

!上述结果表明对平稳
W"6W

#

#

!

#

$模型!有

*

#

&-

#

'

/

#

$

$

O

)

?

!

*

"

&-

#

*

"'

#

!"

&

#

这样!

W"6W

#

#

!

#

$模型的
W8Q

与
W"

#

#

$模型的
W8Q

很相似!不同之处仅在于它的指数

衰减是从间隔
$

开始的
!

因此!

W"6W

#

#

!

#

$模型的
W8Q

不能在任意有限间隔后截尾
#

现在来看偏自相关函数#

]W8Q

$

!

可以证明%

W"6W

#

#

!

#

$模型的
]W8Q

也不能在有

限间隔后截尾
!

它与
6W

#

#

$模型的
]W8Q

表现很相似!只是指数衰减从间隔
$

开始!而不

C=!
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是从间隔
#

开始
#

综上所述!

W"6W

#

#

!

#

$模型的平稳性条件与
W"

#

#

$模型的相同!

W"6W

#

#

!

#

$模型

的
W8Q

与
W"

#

#

$模型的
W8Q

有相似的模式!只是这种相似模式是从间隔
$

开始的
#

$"4"$

!

一般
7)>7

模型

一般
W"6W

#

3

!

I

$模型的形式为

-

"

&-

?

$

$

3

6

&

#

-

6

-

"

'

6

$

O

"

'

$

I

6

&

#

/

6

O

"

'

6

其中-

O

"

.是白噪声序列!

3

和
I

都是非负整数
#W"

模型和
6W

模型都是
W"6W

#

3

!

I

$的

特殊情形
#

利用延迟算子!上述模型可写成

#

#

'-

#

J

'

)

'-

3

J

3

$

-

"

&-

?

$

#

#

'/

#

J

'

)

'/

I

J

I

$

O

"

#

$<$:

$

其中
#;

-

#

J;

)

;

-

3

J

3 是模型的
W"

多项式!类似地!

#;

/

#

J;

)

;

/

I

J

I 为模型的
6W

多项

式
!

我们要求
W"

多项式和
6W

多项式没有公因子!否则模型的阶#

3

!

I

$会降低
#

与
W"

模

型一样!

W"

多项式引进了
W"6W

模型的特征方程
!

如果特征方程所有解的绝对值都小于
#

!

则该
W"6W

模型是弱平稳的
#

这时!模型的无条件均值为
M

#

-

"

$

B

-

?

&#

#;

-

#

;

)

;

-

3

$

#

$"4"'

!

7)>7

模型的识别

在给
W"6W

模型定阶时!

W8Q

和
]W8Q

都不能提供足够的信息
!G49

H

和
G-9+

#

#:@&

$

提出一个新方法!它利用推广的自相关函数#

VF.1=010W>.+7+**129.-+=Q>=7.-+=

!

VW8Q

$

来确定
W"6W

过程的阶
!VW8Q

的基本思想相对比较简单
!

如果我们能得到
W"6W

模型

的
W"

部分的相合估计!则能推导出
6W

部分
!

对所推导出的
6W

序列!我们可以应用

W8Q

确定
6W

部分的阶
#

VW8Q

的推导相对复杂一些!细节参见
G49

H

和
G-9+

#

#:@&

$

!

但此函数用起来是容易

的
!VW8Q

的结果可以用一个二维表格表示!表的行对应于
W"

的阶
3

!列对应于
6W

的

阶
I

#W"6W

#

#

!

#

$模型的
VW8Q

的理论形式由表
$<&

给出
#

这个表的主要特征是%它包

含由*

U

+组成的三角形!并且这个三角形左上角顶点位于阶#

#

!

#

$处
#

我们正是用这样的

特征来识别
W"6W

过程的阶
!

一般地!对
W"6W

#

3

!

I

$模型!由*

U

+组成的三角形的左

上角顶点位于#

3

!

I

$处
#

表
$#(

!

7)>7

"

!

$

!

#模型的理论
?789

表$其中%

@

&代表非零$%

A

&代表零$

%

3

&代表零或者非零

6W

W" ? # $ % & ' ( 3

? [ [ [ [ [ [ [ [

# [ U U U U U U U

$

3

[ U U U U U U

%

3 3

[ U U U U U

&

3 3 3

[ U U U U

'

3 3 3 3

[ U U U

!!

注$它在识别阶"

#

!

#

#时不起任何作用
#

作为例子!考虑
%6

公司股票从
#:&(

年
$

月到
$??@

年
#$

月的月对数收益率
#

共有

D@
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3''

个观测值!收益率序列和它的样本自相关函数如图
$<#'

所示
#

该
W8Q

图表明在
#D

的

水平下数据没有显著的前后相关性
#

表
$<'

给出了序列的样本
VW8Q

值和对应的一张简化

表!该表由
Y8W

软件包得到
!

也可以用
"

的添加包
GYW

来计算
VW8Q

!具体参见下面的

注记
#

这张简化表是用如下记号来构造的%

图
$<#'

!

%6

公司股票从
#:&(

年
$

月到
$??@

年
#$

月的月对数收益率的时序图和样本自相关函数图

表
$#3

!

'>

公司股票从
!&(4

年
$

月到
!&&5

年
!$

月的月对数收益率的样本
?789

及其简表

9

$样本推广的自相关函数

6W

的阶%

I

! ? # $ % & ' ( 3 @ : #? ## #$

? ;?C?( ;?C?& ;?C?@ ;?C??

!

?C?$

!

?C?@

!

?C?# ?C?# ;?C?% ;?C?@

!

?C?'

!

?C?: ;?C?#

# ;?C&3 ?C?# ;?C?3 ;?C?$ ?C?? ?C?@ ;?C?% ?C?? ;?C?# ;?C?3 ?C?& ?C?: ;?C?$

$ ;?C%@ ;?C%' ;?C?3 ?C?$ ;?C?# ?C?@ ?C?% ?C?# ?C?? ;?C?% ?C?$ ?C?& ?C?&

% ;?C#@ ?C#& ?C%@ ;?C?$ ?C?? ?C?& ;?C?$ ?C?$ ;?C?? ;?C?% ?C?$ ?C?# ?C?&

& ?C&$ ?C?% ?C&' ;?C?# ?C?? ?C?? ;?C?# ?C?% ?C?# ?C?? ?C?$ ;?C?? ?C?#

' ;?C## ?C$# ?C&' ?C?# ?C$? ;?C?# ;?C?? ?C?& ;?C?# ;?C?# ?C?% ?C?# ?C?%

( ;?C$# ;?C$' ?C$& ?C%# ?C#3 ;?C?& ;?C?? ?C?& ;?C?# ;?C?% ?C?# ?C?# ?C?&

,

$简化的
VW8Q

表

6W

的阶%

I

! ? # $ % & ' ( 3 @ : #? ## #$

?

# #

[

# #

[

# # #

[

#

[

#

# [

# # # #

[

# # # # #

[

#

$ [ [

# # #

[

# # # # # # #

% [ [ [

# # # # # # # # # #

& [

#

[

# # # # # # # # # #

' [ [ [

#

[

# # # # # # # #

(

#

[ [ [ [

# # # # # # # #

E@!

金融时间序列的线性模型
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#

$*

[

+表示对应的
VW8Q

的绝对值大于或等于
VW8Q

渐近标准误差的两倍
!

$

$*

U

+表示对应的
VW8Q

的绝对值小于
VW8Q

渐近标准误差的两倍
!

可以应用
$C$

节中的
N9*.21..

公式来计算
VW8Q

的标准误差!或者简单地用
$

&槡F!

其中
F

为样本容量
#

该简化表显示由*

#

+组成的三角形的左上角顶点位于阶#

3

!

I

$

B

#

?

!

?

$处
#

当
I

B$

"

'

"

:

和
##

时!有少数*

[

+是例外的
#

然而!该
VW8Q

表显示对应这些*

[

+

的样本
W8Q

值大约为
?C?@

或者
?C?:#

这些
W8Q

值只比
$

&槡3''B?C?3%

稍大一点
#

事实

上!如果用
#D

的临界值!简化表中的这些*

[

+将变为*

U

+

!

因此!

VW8Q

表明
%6

公司股

票的月对数收益率服从一个
W"6W

#

?

!

?

$模型#也就是一个白噪声序列$

#

这与图
$<#'

中

样本
W8Q

所表明的结论是一致的
#

注记!可以用
8*

H

1*

和
8T9=

"

$?#?

#年开发的
"

添加包
GYW

来计算
VW8Q!Y8W

软件

包应用
N9*.21..

公式来构建
VW8Q

简化表!而
GYW

添加包则用
$

(槡F作为所有VW8Q

的标

准误差
!

对
%6

股票的收益率序列!

"

的输出如下所示
#

)

代码演示

,@

第
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前面所讨论的信息准则也可以用来选择
W"6W

模型
#

具体地说!对于事先指定的正

整数
!

和
S

!计算
W"6W

#

3

!

I

$模型的
WM8

#或
NM8

$!其中
?

*

3

*

!

"

?

*

I

*

S

!选取使

WM8

#或
NM8

$取最小值的模型
#

该方法需要许多模型的最大似然估计!在一些情形下可能

会碰到在估计时过度拟合的困难
#

一旦
W"6W

#

3

!

I

$模型的阶确定了!就可以用条件似然法或者精确似然法来估计模型

的参数
#

另外!残差的
`

_

>=

K

<N+F

统计量可以用来检验所拟合模型的充分性
#

如果模型是

正确的!

S

#

.

$渐近地服从自由度为
.;

X

的
%

$

分布!其中
X

表示所用模型的
W"

或者
6W

参数的个数
#

$"4"(

!

用
7)>7

模型进行预测

和
W8Q

的表现类似!只要将
6W

部分对低期数预测的影响进行调整!

W"6W

#

3

!

I

$

模型的预测与
W"

#

3

$模型的预测有相似的特征
#

设预测原点为
Y

!

?

Y

为在
Y

时刻所能得到

的信息集合
#

超前
#

步预测为

-

Y

#

#

$

&

M

#

-

Y

$

#

?

Y

$

&-

?

$

$

3

6

&

#

-

6

-

Y

$

#

'

6

'

$

I

6

&

#

/

6

O

Y

$

#

'

6

相应的预测误差为
W

Y

#

#

$

B-

YA#

;

-

Y

#

#

$

BO

YA#

#

超前
#

步预测误差的方差为
Z9*

'

W

Y

#

#

$(

B

$

$

O

#

对超前
"

步预测!我们有

-

Y

#

"

$

&

M

#

-

Y

$"

?

Y

$

&-

?

$

$

3

6

&

#

-

6

-

Y

#

"'

6

$

'

$

I

6

&

#

/

6

O

Y

#

"'

6

$

其中!当
"

;6

*

?

时!

-

Y

#

"

;6

$

B-

YA

"

;6

,当
"

;6

&

?

时!

O

Y

#

"

;6

$

B?

,而当
"

;6

*

?

时!

O

Y

#

"

;6

$

BO

YA

"

;6

#

这样!

W"6W

模型的超前多步预测可以递推算得
#

相应的预测误差为

W

Y

#

"

$

&

-

Y

$"

'

-

Y

#

"

$

它可以用下一节给出的式#

$<%'

$很容易地算出
#

$"4"3

!

7)>7

模型的三种表示方式

在这一小节中!我们简单地讨论平稳
W"6W

#

3

!

I

$模型的三种表示
#

这三种表示用于三

种不同的目的
#

了解这三种表示可以更好地理解
W"6W

模型
#

第一种表示是式#

$<$:

$给出的

W"6W

#

3

!

I

$模型!这个表示很紧凑并且在参数估计时有用
#

另外!它在递推计算
-

"

的

超前多步预测时也有用!见上一节的讨论
#

对另外两种表示!我们用两个多项式的长除法
#

给定两个多项式
-

#

J

$

&

#

'

$

3

6

&

#

-

6

J

6和

/

#

J

$

&

#

'

$

I

6

&

#

/

6

J

6

!通过长除法!我们有

/

#

J

$

-

#

J

$

&

#

$

,

#

J

$

,

$

J

$

$

)

5

,

#

J

$ #

$<%?

$

和

-

#

J

$

/

#

J

$

&

#

'0

#

J

'0

$

J

$

'

)

5

0

#

J

$ #

$<%#

$

4@!
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例如!若
-

#

J

$

B#;

-

#

J

!

/

#

J

$

B#;

/

#

J

!则有

,

#

J

$

&

#

'/

#

J

#

'-

#

J

&

#

$

#

-

#

'/

#

$

J

$-

#

#

-

#

'/

#

$

J

$

$-

$

#

#

-

#

'/

#

$

J

%

$

)

0

#

J

$

&

#

'-

#

J

#

'/

#

J

&

#

'

#

-

#

'/

#

$

J

'/

#

#

-

#

'/

#

$

J

$

'/

$

#

#

-

#

'/

#

$

J

%

'

)

由定义知
,

#

J

$

0

#

J

$

B#

!利用
J<B<

对任意常数
<

成立这个事实#因为常数是不随时间变化

的$!我们有

-

?

/

%

#

&

&

-

?

#

'/

#

'

)

'/

I

!

和
!

-

?

-

%

#

&

&

-

?

#

'-

#

'

)

'-

3

7)

表示

利用式#

$<%#

$的结果!

W"6W

#

3

!

I

$模型可写成

-

"

&

-

?

#

'/

#

'

)

'/

I

$0

#

-

"

'

#

$0

$

-

"

'

$

$0

%

-

"

'

%

$

)

$

O

"

#

$<%$

$

这个表示给出了当前收益率
-

"

对过去收益率
-

";6

的依赖关系!这里
6

&

?#

系数-

0

6

.称为

W"6W

模型的
$

权重#

0

(̂ 1-

K

T.

$

#

为了说明滞后值
-

";6

对
-

"

的贡献随
6

的增大而消失!系

数
0

6

应随
6

增大而趋于零
#

一个具有这样性质的
W"6W

#

3

!

I

$模型!称为可逆的
#

对纯

W"

模型!

/

#

J

$

B#

!故
0

#

J

$

B

-

#

J

$!这是一个有限阶的多项式
#

从而对
6

&

3

有
0

6

B?

!

模型是可逆的
#

对其他
W"6W

模型!可逆性的充分条件是%多项式
/

#

J

$的所有零点的模

大于
##

例如!对
6W

#

#

$模型
-

"

B

#

#;

/

#

J

$

O

"

!一次多项式
#;

/

#

J

的零点是
JB#

&

/

#

#

从

而!如果
#

&

/

#

&

#

#即
/

#

'

#

$!则
6W

#

#

$是可逆的
#

由式#

$<%$

$的
W"

表示!一个可逆的
W"6W

序列
-

"

是当前的扰动
O

"

与序列过去值的

加权平均的线性组合
#

对越来越遥远的过去值!权重呈指数衰减
#

>7

表示

同样!利用式#

$<%?

$长除法的结果!

W"6W

#

3

!

I

$模型也可以写成

-

"

&

#

$

O

"

$

,

#

O

"

'

#

$

,

$

O

"

'

$

$

)

&

#

$

,

#

J

$

O

"

#

$<%%

$

其中!

#

BM

#

-

"

$

B

-

?

&#

#;

-

#

;

)

;

-

3

$

#

该表示形式清楚地说明了过去的扰动
O

";6

#

6

&

?

$对当前

收益
-

"

的影响
#

系数-

,

6

.称为
W"6W

模型的脉冲响应函数#

-/

)

>241*14

)

+=41J>=7.-+=

$

#

对弱平

稳序列!系数
,

6

随
6

的增加呈指数衰减
#

这一点是可以理解的!因为扰动
O

";6

对收益率
-

"

的影

响应该随时间的流逝而消失
#

这样!对平稳
W"6W

模型!扰动
O

";6

不能对序列有永久的影响
#

如果
-

?

-

?

!那么
6W

表示中就有一个常数项!它就是
-

"

的均值#即
-

?

&#

#;

-

#

;

)

;

-

3

$$

#

式#

$<%%

$的
6W

表示在计算预测误差的方差时也有用
#

在预测原点
Y

!我们有扰动
O

Y

!

O

Y;#

!)

#

从而!超前
"

步预测为

-

Y

#

"

$

&

#

$

,

"

O

Y

$

,

"$

#

O

Y

'

#

$

) #

$<%&

$

相应的预测误差为

W

Y

#

"

$

&

O

Y

$"

$

,

#

O

Y

$"'

#

$

)

$

,

"'

#

O

Y

$

#

因此!超前
"

步预测误差的方差为

Z9*

'

W

Y

#

"

$(

&

#

#

$

,

$

#

$

)

$

,

$

"'

#

$

$

$

O

#

$<%'

$
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正如所料!它是预测时间长度
"

的非减函数
#

最后!式#

$<%%

$的
6W

表示还提供了平稳序列均值回转的一个简单证明
#

平稳性意味

着当
6

.L

时
,

6

趋于零
#

从而!由式#

$<%&

$!我们有当
".L

时!

-

Y

#

"

$

.

#

#

因为
-

Y

#

"

$是

-

YA

"

在预测原点
Y

的条件期望!所以上述结果说的是!从长期来看!收益率序列预期会趋

于它的均值!也就是说!序列是均值回转的
#

而且!由式#

$<%%

$的
6W

表示!我们有

Z9*

#

-

"

$

#

&

#

$

$

L

6

&

#

,

$

$

6

$

$

O

#

从而!由式#

$<%'

$!当
".L

时!我们有
Z9*

'

W

Y

#

"

$(

.

Z9*

#

-

"

$

#

-

Y

#

"

$趋于
#

的速度决定了均值回转的速度
#

$"5

!

单位根非平稳性

到目前为止!我们的注意力还是集中在平稳的收益率序列上
#

在某些研究中!利率"

汇率"资产的价格序列是研究的对象!这些序列往往是非平稳的
#

对于资产价格序列!其

非平稳性主要是由于价格没有固定的水平
#

在时间序列文献中!这样的非平稳序列叫做单

位根非平稳时间序列#

>=-.<*++.=+=4.9.-+=9*

H

.-/141*-41

$

#

单位根非平稳时间序列最著名

的例子是随机游动模型
#

$"5"!

!

随机游动

若时间序列-

3"

.满足

3"

&

3"

'

#

$

O

"

#

$<%(

$

其中
3?

是实数!它表示该过程的起始值!而-

O

"

.是白噪声序列!则称-

3"

.为一个随机游动

#

*9=0+/ 9̂25

$

#

若
3"

为一只股票在第
"

天的对数价格!则
3?

可以是该股票最初上市#

-=-<

.-92

)

>,2-7+JJ1*-=

K

$的对数价格#即对数
'&(

价格$

#

若
O

"

的分布关于零点对称!则给定

3";#

的条件下!

3"

上升或下降的机会各有
'?D

!即
3"

将随机地上升或下降
#

如果我们把随

机游动模型看成一个特殊的
W"

#

#

$模型!那么
3";#

的系数是
#

!这不满足
W"

#

#

$模型平稳性

的条件
#

从而!随机游动序列不是弱平稳的!我们称之为单位根非平稳时间序列
#

随机游动模型被广泛地用来作为对数股票价格运动的统计模型
#

在这样的模型下!股

价是不可预测的或非均值回转的
#

为说明这一点!下面写出式#

$<%(

$所给模型在预测原点

Y

的超前
#

步预测!如下所示%

3Y

#

#

$

&

M

#

3Y

$

# 3Y

!

3Y

'

#

!)$

&

3Y

它就是预测原点的对数股价!这样的预测没有实际意义
#

超前
$

步预测为

3Y

#

$

$

&

M

#

3Y

$

$ 3Y

!

3Y

'

#

!)$

&

M

#

3Y

$

#

$

O

Y

$

$ 3Y

!

3Y

'

#

!)$

&

M

#

3Y

$

# 3Y

!

3Y

'

#

!)$

&3Y

#

#

$

&

3Y

这又是预测原点的对数股价
#

事实上!对任意的预测步长
"&

?

!都有

3Y

#

"

$

&

3Y

这样!对所有预测步长!随机游动模型的点预测都是序列在预测原点的值
#

从而!该过程

不是均值回转的
#

式#

$<%(

$给出的随机游动模型的
6W

表示为

=@!

金融时间序列的线性模型
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3"

&

O

"

$

O

"

'

#

$

O

"

'

$

$

)

这个表示有几个重要的实际意义
#

第一!超前
"

步预测误差为

W

Y

#

"

$

&

O

Y

$"

$

)

$

O

Y

$

#

从而
Z9*

'

W

Y

#

"

$(

B

"$

$

O

!当
".L

时!该方差发散到
L

#

因此!随着预测步长的增大!

3YA

"

预测区间的长度将趋于无穷
#

这表明!随着
"

的增大!点预测
3Y

#

"

$变得没有用!这也再次

说明该模型不是可预测的
#

第二!因为当
"

增大时!

Z9*

'

W

Y

#

"

$(趋于无穷!

3"

的无条件方

差是无界的
#

从理论上讲!这意味着对充分大的
"

"

3"

可取到任何实值
#

对个股的对数价

格来说!这一点还说得过去
#

但对市场指数来讲!负的对数价格即使有也是很罕见的
#

从

这个意义上讲!随机游动模型对市场指数的适合性值得怀疑
#

第三!从上述表示看!对所

有
6

有
,

6

B##

这就是说任何过去的扰动
O

";6

对
3"

的影响不随时间衰减
#

从而!该序列有强

记忆性!因为它记得所有过去的扰动
#

从经济学上讲!就是扰动对序列有持久的效应
#

单

位根时间序列的强记忆性也可以从所观测序列的样本
W8Q

看出来
#

当样本容量增大时!样

本
W8Q

都趋于
##

$"5"$

!

带漂移的随机游动

到目前为止!前面考虑的一些实证例子中!市场指数的对数收益率序列倾向于有一个

较小的正均值
#

这意味着对数价格的模型应为

3"

&

#

$

3"

'

#

$

O

"

#

$<%3

$

其中
#

BM

#

3"

;

3";#

$!-

O

"

.是零均值的白噪声序列
#

模型#式#

$<%3

$$中的常数项
#

在金融

研究中是很重要的
#

它表示对数价格
3"

的时间趋势!通常称为模型的漂移#

0*-J.

$

#

为了说

明这一点!我们假定初始价格为
3?

!从而我们有

3#

&

#

$

3?

$

O

#

3$

&

#

$

3#

$

O

$

&

$

#

$

3?

$

O

$

$

O

#

/

&

/

3"

&

"

#

$

3?

$

O

"

$

O

"

'

#

$

)

$

O

#

上式中最后一个等式表明对数价格由时间趋势
"

#

和一个纯随机游动过程
$

"

6

&

#

O

6

组成
#

因为

#

Z9*

$

"

6

&

#

O

$

6

&

"

$

$

O

!其中
$

$

O

为
O

"

的方差!

3"

的条件标准差为槡"$O

!所以它增长的速度比
3"

的条件期望慢
#

从而!如果我们画出
3"

随时间指标
"

变化的图形!我们有一个斜率为
#

的

时间趋势
#

正斜率
#

意味着对数价格最终趋于
L

,相反!负斜率
#

意味着对数价格将趋

于
;

L

#

基于这个讨论!

8"Y]

价值加权和等权重指数的对数收益率序列有小的"但统计

显著的正均值这个现象就不足为奇了
#

为了说明价格序列漂移参数的效应!我们考虑
%6

公司股票从
#:&(

年
$

月到
$??@

年

#$

月的月对数收益率
#

如表
$<'

中的样本
VW8Q

所示!该序列无显著的前后相关性
#

该序

列服从下列简单模型

-

"

&

?C?#?%

$

O

"

!

!

$

O &

?C?(%3

#

$<%@

$

@@

第
$

章
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其中
?C?#?%

是
-

"

的样本均值!其标准误差为
?C??$%#%6

公司股票的月对数收益率在
#D

的水平下是显著不等于
?

的
#

事实上!应用单样本的零均值检验!

"

比的值为
&C&&

!相应

的
3

值接近于
?#

我们利用对数收益率序列来构造两个对数价格序列%

3"

&

$

"

6

&

#

-

6

!

和
!

3

3

"

&

$

"

6

&

#

O

6

其中
O

6

是式#

$<%@

$中的均值修正对数收益率#即
O

"

B-

"

;?C?#?%

$

#

3"

是
%6

公司股票的对数

价格!假设初始价格为
?

#即
#:&(

年
#

月的对数价格为
?

$

#

3

3

"

是当对数收益率的均值为
?

时

对应的对数价格
#

图
$<#(

显示了
3"

和
3

3

"

的时序图和直线
>"

B?C?#?%I"A#:&(

!其中
"

是收

益率序列对应的时间区间!而
#:&(

则是该股票的首次上市日期
#

从图
$<#(

中可以看出!

式#

$<%@

$中常数
?C?#?%

的重要性是明显的
#

另外!如我们所料!该常数代表
3"

上升趋势的斜率
#

图
$<#(

!

%6

公司股票从
#:&(

年
$

月到
$??@

年
#$

月的对数价格时序图
#

假定
#:&(

年
#

月的

对数价格为
?#

*

+

+为没有时间趋势的对数价格!直线为
>"

B?C?#?%I"A#:&(

常数项的解释

从前面几节的讨论中可以看出!理解时间序列模型中常数项的意义是重要的
#

第一!对

式#

$<$$

$中
6W

#

I

$模型!常数项就是序列的均值,第二!对式#

$<:

$中的平稳
W"

#

3

$模型或

式#

$<$:

$中的平稳
W"6W

#

3

!

I

$模型!常数项与均值有关!其关系为
#

B

-

?

&#

#;

-

#

;

)

;

-

3

$,第三!对带漂移的随机游动模型!常数项则变为序列的时间斜率
#

这些关于时间序列模

型中常数项的不同解释!清楚地阐明了动态模型与通常的线性回归模型之间的不同
#

动态模型与回归模型之间的另一个重要差别可以用
W"

#

#

$模型和简单线性回归模型来

说明%

-

"

&-

?

$-

#

-

"

'

#

$

O

"

!

和
!

>"

&

&

?

$

&

#

-

"

$

O

"

A@!
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要使
W"

#

#

$模型有意义!其系数
-

#

必须满足
-

#

*

##

然而!系数
&

#

可以是任何固定的

实数
#

$"5"'

!

趋势平稳时间序列

与带有线性趋势的模型紧密相关的模型是如下的趋势平稳时间序列模型%

3"

&

&

?

$

&

#

"

$

-

"

其中
-

"

是一个平稳时间序列!例如平稳
W"

#

3

$序列
#

这里!

3"

随时间以
&

#

的速率线性增

长!因此它呈现出类似于带漂移的随机游动模型的行为
#

然而!这两个模型有一个主要的

区别
#

为了说明这一点!假定
3?

是固定的
#

带漂移的随机游动模型假定均值是
M

#

3"

$

B

3?

A

#

"

!方差是
Z9*

#

3"

$

B"

$

$

O

!这两者都依赖于时间
#

另一方面!趋势平稳时间序列模型假

定均值是
M

#

3"

$

B

&

?

A

&

#

"

!它依赖于时间,而方差是
Z9*

#

3"

$

BZ9*

#

-

"

$!它是有限的并且

不随时间变化
#

趋势平稳时间序列模型可以通过简单的线性回归分析移除掉时间趋势而转

换为平稳时间序列
#

关于趋势平稳时间序列模型的分析!参见
$C#?

节中的方法
#

$"5"(

!

一般单位根非平稳模型

考虑
W"6W

模型
!

如果我们把
W"6W

模型进行推广!允许其特征多项式以
#

作为它

的特征根!则模型就变成了众所周知的自回归求和移动平均#

W>.+*1

K

*144-P1M=.1

K

*9.10

6+P-=

K

WP1*9

K

1

!

W"M6W

$模型
!

因为其
W"

特征多项式有单位根!所以该
W"M6W

模型

称为是单位根非平稳的
!

像随机游动模型一样!

W"M6W

模型有强记忆性!因为它的
6W

表示中的
,

6

系数不随时间衰减!这意味着过去的扰动
O

";6

对序列有持久效应
#

处理单位根

非平稳性的惯用方法是用差分#

0-JJ1*1=7-=

K

$方法
#

差分

如果一个时间序列
>"

变换后的序列
<

"

B

>"

;

>";#

B

#

#;J

$

>"

服从一个平稳可逆的

W"6W

#

3

!

I

$模型!则称该序列为一个
W"M6W

#

3

!

#

!

I

$过程
#

在金融中!通常认为价格序

列是非平稳的!而对数收益率序列
-

"

B2=

#

3"

$

;2=

#

3";#

$是平稳的
#

这时!对数价格序列是单

位根非平稳的!从而可当做
W"M6W

过程对待
#

在时间序列文献中!通过考虑时间序列相邻

两值的变化量所构成的序列!把一个非平稳序列变换成一个平稳序列!这样的思想称为差分

方法
#

更形式化地说!称
<

"

B

>"

;

>";#

为
>"

的一阶差分序列
#

在某些科学领域!时间序列

>"

可能会有多重单位根!需要做多次差分才能变成平稳序列
#

例如!若
>"

和它的一阶差分

序列
<

"

B

>"

;

>";#

都是单位根非平稳的!但
Z

"

B<

"

;<

";#

B

>"

;$

>";#

A

>";$

是弱平稳的!则
>"

就有双重单位根!

Z

"

是
>"

的二阶差分序列
#

另外!若
Z

"

服从
W"6W

#

3

!

I

$模型!则
>"

是

W"M6W

#

3

!

$

!

I

$过程
#

对这样一个时间序列!若
Z

"

有非零的均值!则
>"

有一个二次时

间函数!该二次时间函数的系数与
Z

"

的均值有关
#

经过季节调节后的美国季度国内生产总

值#

db]

$暗含的通货紧缩#

-/

)

2-7-.

)

*-7101J29.+*

$序列可能有双重单位根
#

然而!该序列的

二阶差分序列的均值不是显著地不同于零!具体内容参见本章的习题
#N+F

等#

#::&

$讨论

了一般
W"M6W

模型的很多性质
#

B@

第
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$"5"3

!

单位根检验

为了检验资产的对数价格
3"

是否服从随机游动或带漂移的随机游动!我们利用如下两

个模型

3"

&-

#3"

'

#

$

W

"

#

$<%:

$

3"

&-

?

$-

#3"

'

#

$

W

"

#

$<&?

$

其中
W

"

为误差项!考虑原假设
N

?

%

-

#

B#

和备择假设
N

O

%

-

#

'

##

这就是著名的单位根检验

问题#

b-751

H

和
Q>221*

!

#:3:

$

#

一个方便的检验统计量就是在原假设下
-

#

的最小二乘估计

的
"

比
#

对式#

$<%:

$!最小二乘法给出

-

#

&

$

F

"

&

#

3"

'

#3"

$

F

"

&

#

3

$

"

'

#

!

!

$

$

W &

$

F

"

&

#

#

3"

'

-

#

3"

'

#

$

$

F

'

#

其中
3?

B?

!

F

为样本容量
#"

比为

bQ

5

"

比
&

-

#

'

#

-

#

的标准差 &

$

F

"

&

#

3"

'

#

W

"

$

W

$

F

"

&

#

3

$

"

'槡 #

这个
"

比通常称为
b-751

H

<Q>221*

检验
#

若-

W

"

.是一个白噪声序列!其稍高于二阶的矩是有限

的!则当
F

.L

时
bQ

统计量收敛到标准布朗运动的一个函数!更多的信息参见
8T9=

和
a1-

#

#:@@

$以及
]T-22-

)

4

#

#:@3

$

#

如果
-

?

B?

!但我们采用式#

$<&?

$!则所得的检验
-

#

B#

的
"

比将趋

于另一种非标准的渐近分布
#

在上述两种情形下!都是用模拟方法来得到检验统计量的临界值!

部分临界值可参见
Q>221*

#

#:3(

!第
@
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#

然而!如果
-

?

-

?

且使用的是式#

$<&?

$!则用来检验

-

#

B#

的
"

比是渐近正态的!但这需要很大的样本容量来保证渐近正态分布的成立
#

对许多经济时间序列而言!

W"M6W

#

3

!

[

!

I

$可能比式#

$<&?

$给出的简单模型更适合
#

在计量经济学文献中!经常使用的是
W"

#

3

$模型
#

用
-

"

表示该序列!为了验证在
W"

#

3

$过

程中是否存在单位根!可以通过下列回归来检验原假设
N

?

%

&

B#

和备择假设
N

#

%

&

'

#

-

"

&

<

"

$

&

-

"

'

#

$

$

3'

#

6

&

#

-

6

$

-

"

'

6

$

W

"

#

$<&#

$

其中
<

"

是关于时间指标
"

的确定性函数!

$

-

+

B-

+

;-

+

;#

是
-

"

的差分序列
#

在实际中!

<

"

可以是零!或者常数!或者
<

"

B

.

?

A

.

#

"#

&

;#

的
"

比为

WbQ

检验
&

&

'

#

&

的标准差

其中
&

为
&

的最小二乘估计!上述
"

比就是著名的扩展
bQ

单位根#

W>

K

/1=.10b-751

H

<Q>221*

!

WbQ

$检验
#

注意!由于一阶差分!式#

$<&#

$等价于一个带确定性函数
<

"

的
W"

#

3

$模型
#

式#

$<&#

$还可以改写为

$

-

"

&

<

"

$

&

<

-

"

'

#

$

$

3'

#

6

&

#

-

6

$

-

"

'

6

$

W

"

其中!

&

<

B

&

;##

我们可以等价地检验原假设
N

?

%

&

<

B?

对
N

O

%

&

<

'

?#

C@!

金融时间序列的线性模型
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例
$"(

!

考虑美国从
#:&3

年第
#

季度到
$??@

年第
&

季度的季度
db]

对数序列
#

该序

列表现出上升趋势!这表明美国经济的增长!同时它呈现高度的样本序列相关性!参见

图
$<#3

的左侧下方图形
#

该序列的
#

阶差分序列代表了美国
db]

的增长率!图
$<#37

给出

了差分序列的时序图!该差分序列看起来在一个固定的均值水平附近波动!尽管在最近几

年这种波动性比较小
#

为了证实所观察到的现象!我们对该对数序列进行扩展的
b-751

H

<

Q>221*

单位根检验
#

基于图
$<#3

给出的差分序列的样本
]W8Q

!我们选择
3

B#?#

我们还

选用了一些其他的
3

的值!然而都没有改变检验的结论
#

当
3

B#?

时!

WbQ

检验统计量

是
;#C(##

!

3

值是
?C&'3

!这表明单位根假设不能被拒绝
#

图
$<#3

!

美国从
#:&3

年第
#

季度到
$??@

年第
&

季度的季度
db]

对数序列

)

代码演示
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另外一个例子!考虑标普
'??

#

Y\]'??

$指数从
#:'?

年
#

月
%

日到
$??@

年
&

月
#(

日的

日对数收益率序列!共有
#&&($

个观测值
#

图
$<#@

给出了该序列的时序图
#

如果想从实证

的角度去验证该指数是否服从带漂移的随机游动!那么就有必要检验该指数序列是否有单

位根
#

为此!应用扩展的
b-751

H

<Q>221*

检验时!我们采用
<

"

B

.

?

A

.

#

"#

而且!基于一阶差

分序列的样本
]W8Q

!我们选择
3

B#'#

检验统计量的值为
;#C::'

!

3

值为
?C'@##

因此!

在任何合理的显著性水平下!单位根的原假设都不能被拒绝
#

进一步的分析表明!常数项

是统计显著的!尽管对时间趋势的估计不是在通常的
'D

的显著性水平下
#

综上所述!从

#:'?

年
#

月到
$??@

年
&

月!标普
'??

指数的对数序列包含一个单位根和一个正的漂移项!

但是没有很强的证据表明该序列有时间趋势
#

图
$<#@

!

标普
'??

指数从
#:'?

年
#

月
%

日到
$??@

年
&

月
#(

日的对数日收益率的时序图

)

代码演示

EA!

金融时间序列的线性模型



$"6

!

指数平滑

预测中经常使用指数平滑法
#

我们考虑一个时间序列
-

"

的超前
#

步预测
#

假设预测原

点是
Y

!所有历史数据是可知的
#

不失一般性!我们假设时间序列
-

"

的序列相关性以指数

衰减!用历史数据的加权平均来预测
-

YA#

!且权重的贡献是指数衰减的
#

我们引入一个

数!使得

-

Y

$

#

6

7-

Y

$

7

$

-

Y

'

#

$

7

%

-

Y

'

$

$

)

&

$

L

+&

#

7

+

-

Y

$

#

'+

其中
7

是#

?

!

#

$上的一个正实数!称为贴现因子#

0-47+>=.-=

K

*9.1

$

#

然而!要想不改变
-

"

的范围!我们有必要假设权重之和为
##

利用几何序列的性质!很容易发现
$

L

+&

#

7

6

&

#

#

'

7

#

因此!一种更合适的加权平均的方式为%

-

Y

#

#

$

&

#

#

'

7

$'

7-

Y

$

7

$

-

Y

'

#

$

7

%

-

Y

'

$

$

)( #

$<&$

$

这种预测方法叫做指数平滑法#

1F

)

+=1=.-924/++.T-=

K

/1.T+0

$

#

应用这种方法!数据越新

对预测
-

YA#

的影响就越大!所以它在实际中的应用很广泛
#

实际上!指数平滑法是
W"M6W

模型的特殊情形!考虑
W"M6W

#

?

!

#

!

#

$模型%
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#

#

'

J

$

-

"

&

#

#

'/

J

$

O

"

其中
/(

#

?

!

#

$

#

用
$C(C'

节中
W"

模型的表示方式!该模型表明

-

Y

$

#

&

#

#

'/

$'

/

-

Y

$/

$

-

Y

'

#

$/

%

-

Y

'

$

$

)(

$

O

Y

$

#

因此!超前
#

步预测是

-

Y

#

#

$

&

#

#

'/

$'

/

-

Y

$/

$

-

Y

'

#

$/

%

-

Y

'

$

$

)(

令
/

B7

!就恰好得到式#

$<&$

$所给出的指数平滑法
#

把指数平滑法看成是
W"M6W

#

?

!

#

!

#

$模型的特殊情形有很多优点
#

首先!贴现因子

/

可以用最大似然法估计出来,其次!可以用
W"M6W

模型的建模过程来识别和检验指数

平滑法的充分性
#

例
$"3

!

考虑芝加哥期权交易所#

8NUV

$从
$??@

年
'

月
#

日到
$?#?

年
&

月
#:

日的

ZM[

数据
#

数据来源于
8NUV

网站
#

图
$<#:

是对数
ZM[

指数的时序图和对数
ZM[

差分序

列的样本
W8Q#

在
'D

的水平下!只有
#

阶滞后
W8Q

显著不等于
?

!因此可以为该差分序

列建立
6W

#

#

$模型
#

令
-

"

B2=

#

ZM[

"

$!拟合的模型为%

#

#

'

J

$

-

"

&

#

#

'

?C#(%J

$

O

"

!

!

$

$

O

&

?C??&&

残差的
`

_

>=

K

<N+F

统计量表明拟合的
W"M6W

#

?

!

#

!

#

$模型是充分的
#

比如!对于自由度

为
:

的
%

$

分布来说!我们有
S

#

#?

$

B#&C$'

!

3

B?C##

时
#

因此!在本例中!我们可以用

指数平滑法来预测日
ZM[

指数的对数序列
#

图
$<#:

!

芝加哥期权交易所从
$??@

年
'

月
#

日到
$?#?

年
&

月
#:

日的日
ZM[

指数的对数序列

)

代码演示
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最后!本节的方法可以进行推广!可以证明双指数平滑预测分析方法是
W"M6W

#

?

!

#

!

#

$

模型的一个特例2

$"&

!

季节模型

有些金融时间序列!如公司股票的每股季度盈利!呈现出一定的循环或周期性
#

这

样的时间序列叫做季节时间序列#

4194+=92.-/141*-14

$

#

回顾图
$<$

所示的可口可乐公司

股票从
#:@%

年第
#

季度到
$??:

年第
%

季度的每股季度盈利时序图
#

图
$<$

中有明显的

季节性!仔细检查该时序图!可以看到该季度盈利数据有很强的季节性!在样本周期内

盈利呈指数上升,另外!盈利在
$?

世纪
:?

年代末期有一些波动
#

上述的季节模式每年

重复一次!从而该序列的周期是
&#

如果我们考虑月数据#如
a92<69*.

商店的月销售

额$!则周期是
#$#

在与天气有关的衍生产品定价和能源期货定价方面的实证研究中!季节时间序列模型

也是有用的
#

众所周知!绝大部分与环境有关的时间序列显示出很强的季节性
#

季节时间序列的分析已有很长的历史
#

在有些应用中!季节性的重要性是次要的!可

以把它从数据中移除!得到经季节调整后的时间序列!然后再用来做推断
#

从时间序列中

移除季节性的过程叫做季节调整#

4194+=9290

_

>4./1=.

$

#

有多种季节调整的方法!例如

]1l9

等#

$??#

!第
@

章$以及它的引用文献
#

美国政府公布的大多数经济数据是经季节调整

的#如
db]

增长率和失业率$

#

在另一些应用中!如进行预测时!数据的季节性和其他特征

一样重要!必须进行相应的处理
#

因为预测是金融时间序列分析的一个主要目的!所以我

们着重于直接分析季节时间序列
#

我们的目的是讨论一些在季节时间序列建模中有用的计

量经济模型和方法
#
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$"&"!

!

季节差分

图
$<$?

所示的是可口可乐公司的每股股票对数盈利的时序图
#

这里进行对数变换有两

个原因%一是处理序列的指数增长
#

事实上!该时序图证实了取对数后的序列的确是线性增

长的!这个线性增长趋势甚至在
#::@

年的波动后仍然以不同的速率持续
#

二是对数变换可用

来稳定序列的波动性
#

和图
$<$

比较!图
$<$

中的原始季度盈利序列有波动性增加的趋势,而

在对数变换后序列的时序图中!这种增加趋势就消失了
#

事实上!对数变换在金融"经济时

间序列分析中是常用的
#

在这个具体例子中!因为盈利是正的!所以在变换之前不需要做调

整
#

而在有些情况下!我们需要对每个数据点加上一个正常数后再做对数变换
#

图
$<$?

!

可口可乐公司股票从
#:@%

年
#

季度到
$??:

年
%

季度每股季度对数盈利时序图

令对数盈利为
-

"

#

图
$<$#9

是
-

"

的样本自相关函数图!它表明每股季度对数盈利具有

强的前后相关性
#

处理序列强前后相关性的一个惯用方法是考虑
-

"

的一阶差分序列#即

$

-

"

B-

"

;-

";#

B

#

#;J

$

-

"

$

#

在时间序列分析中!通过差分来得到平稳性是一种惯用手法
#

图
$<$$9

是
$

-

"

的时序图!从图
$<$$9

中可知%

#

$通过差分!成功地移除了数据的向上趋

势,

$

$差分后序列显示很强的季节性
#

图
$<$#7

给出了
$

-

"

的样本自相关函数图!可见当

滞后阶数是周期
&

的倍数时自相关函数较大
#

另外!这种季节样本自相关函数慢慢衰减
#

这里我们观测到了季节时间序列的样本自相关函数的典型表现
#

按照
N+F

等#

#::&

!第
:

章$的内容!我们对
$

-

"

做季节差分来处理强季节模式
#

具体地!考虑

$

&

#

$

-

"

$

&

#

#

'

J

&

$

$

-

"

&$

-

"

'$

-

"

'

&

&

-

"

'

-

"

'

#

'

-

"

'

&

$

-

"

'

'
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运算
$

&

B#;J

& 叫做季节差分#

4194+=920-JJ1*1=7-=

K

$

#

一般地!对一个周期为
Z

的季节时

间序列
>"

!季节差分意指

$

Z>"

&

>"

'

>"

'

Z

&

#

#

'

J

Z

$

>"

季节差分在商业和金融中常见
#

例如!在报告一家公司的季度盈利时!新闻媒体通常

把该盈利与该公司一年前的同一季度的盈利相比较
#

通常的差分
$

>"

B

>"

;

>";#

B

#

#;J

$

>"

叫做正规差分#

*1

K

>29*0-JJ1*1=7-=

K

$

#

图
$<$#

!

可口可乐公司股票从
#:@%

年第
#

季度到
$??:

年第
%

季度每股季度盈利的对数序列的样本自相

关函数图!其中*

5+1

)

4

+是对数盈利!*

01

)

4

+是一阶差分序列!*

401

)

4

+是季节差分序列!

*

001

)

4

+表示正规差分和季节差分后的序列

图
$<$$7

给出了
$

&

$

-

"

的时序图
#

从图
$<$$7

中可见!序列
$

-

"

的强季节性消失了
#

图
$<$#0

给出了
$

&

$

-

"

的样本自相关函数
W8Q

图!从该
W8Q

图可以看出%

#

$自相关函数在滞后阶数为
#

和
&

时统计显著且为负值
#

也就是说!序列在常规滞后

和季节滞后上的自相关系数不同于
?

值
#

$

$在滞后阶数为
'

时
W8Q

为正且统计显著
#

%

$在滞后阶数为
%

时
W8Q

为正且略微统计显著
#

观测到的这些现象在实证季节时间序列中是常见的!这导致了下一节要介绍的多重季

节模型的引入
#

为了完整性!图
$<$#

还给出了季节差分序列
$

&

-

"

的样本自相关函数图!

图
$<$$,

则给出了相应的时序图
#
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图
$<$$

!

可口可乐公司股票从
#:@%

年第
#

季度到
$??:

年第
%

季度每股季度盈利

的对数序列的时序图

$"&"$

!

多重季节模型

如果一个统计模型的自相关函数具有图
$<$#

中#

#;J

&

$#

#;J

$

-

"

的样本
W8Q

的表现!

则该模型称为多重季节模型!即

#

#

'

J

$#

#

'

J

Z

$

-

"

&

#

#

'/

J

$#

#

'%

J

Z

$

O

"

#

$<&%

$

其中
Z

是序列的周期!

O

"

是白噪声序列!

/ '

#

!

% '

##

此模型在文献中称为航空模型

#

9-*2-=1/+012

$!见
N+F

等#

#::&

!第
:

章$

!

它广泛地应用于季节时间序列的建模
!

此模

型的
W"

部分由正规差分和季节差分两部分组成!而
6W

部分包括两个参数
!

下面着重讨

论该模型的
6W

部分%

7

"

&

#

#

'/

J

$#

#

'%

J

Z

$

O

"

&

O

"

'/

O

"

'

#

'%

O

"

'

Z

$/%

O

"

'

Z

'

#

其中
7

"

B

#

#;J

Z

$#

#;J

$

-

"

!且
Z

&

##

容易得到
M

#

7

"

$

B?

!并且

Z9*

%

7

"

&

&

%

#

$/

$

&%

#

$%

$

&

$

$

O

8+P

%

7

"

(

7

"

'

#

&

&'/

%

#

$%

$

&

$

$

O

8+P

%

7

"

(

7

"

'

Z

$

#

&

&/%$

$

O
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8+P

%

7

"

(

7

"

'

Z

&

&'%

%

#

$/

$

&

$

$

O

8+P

%

7

"

(

7

"

'

Z

'

#

&

&/%$

$

O

8+P

%

7

"

(

7

"

'"

&

&

?

(

!

其中
"

-

?

(

#

(

Z

'

#

(

Z

(

Z

$

#

因此!序列
7

"

的
W8Q

为

*

#

&

'/

#

$/

$

!

!

*

Z

&

'%

#

$%

$

!

!

*

Z

'

#

&

*

Z

$

#

&

*

#

*

Z

&

/%

#

#

$/

$

$#

#

$%

$

$

对
"&

?

且
"-

#

!

Z;#

!

Z

!

ZA#

!有
*

"

B?#

例如!如果
7

"

是季度时间序列!那么
ZB&

且

它的
W8Q

只在滞后阶数为
#

"

%

"

&

"

'

时非零
#

事实上!这就是可口可乐公司股票季度对

数盈利序列的情况
#

把上述
W8Q

与
6W

#

#

$模型
>"

B

#

#;

/

J

$

O

"

和
6W

#

Z

$模型
:

"

B

#

#;

%

J

Z

$

O

"

的
W8Q

相

比较!会看到有意思的结论
#

>"

和
:

"

序列的
W8Q

分别是

*

#

%

>

&

&

'/

#

$/

$

(

!

且
*

"

%

>

&

&

?

(

!"

&

#

*

Z

%

:

&

&

'%

#

$%

$

(

!

且
*

"

%

:

&

&

?

(

!"

&

?

(

!"

-

Z

我们看到%

#

$

*

#

B

*

#

#

>

$,

$

$

*

Z

B

*

Z

#

:

$,

%

$

*

Z;#

B

*

ZA#

B

*

#

#

>

$

I

*

Z

#

:

$

#

因此!序列
7

"

在

滞后阶数为
Z;#

和
ZA#

时
W8Q

可以认为是滞后阶数为
#

和间隔为
Z

的序列相关性的交互

作用#

-=.1*97.-+=

$的结果
#7

"

的模型称为多重#

/>2.-

)

2-79.-P1

$季节
)!

模型
#

在实际中!

多重季节模型意味着序列的正规部分与季节部分的动态结构是近似正交的
#

为说明航空模型的有用性!重新改写式#

$<&%

$所表示的航空模型为下式%

#

'

J

#

'/

#

J

#

'

J

Z

#

'%

J

Z

-

$

"

&

O

"

设
>"

B

#

#;J

Z

$&#

#;

%

J

Z

$

-

"

!那么有

#

#

'

J

$

>"

&

#

#

'/

J

$

O

"

!

!

#

#

'

J

Z

$

-

"

&

#

#(

%

J

Z

$

>"

这里!

>"

是
$C@

节中的指数平滑模型!而
-

"

为另一个带有季节成分的指数平滑模型
#

所

以!航空模型可以认为是作用于另一个指数平滑模型的指数平滑模型
#

其中的一个指数平

滑用于通常的序列相关性!而另一个指数平滑用于季节相关性
#

例
$"4

!

在本例中!我们把航空模型应用到可口可乐公司股票从
#:@%

年
#

季度到
$??:

年
%

季度每股季度盈利的对数序列
#

基于精确似然法所拟合的模型为

#

#

'

J

$#

#

'

J

&

$

-

"

&

#

#

'

?C&?:(J

$#

#

'

?C@$?%J

&

$

O

"

!

!

$

$

O

&

?C??3$&

其中两个
6W

参数的标准误差分别为
?C?@((

和
?C?3&%

!残差的
`

_

>=

K

<N+F

统计量为

S

#

#$

$

B#%C$

!当自由度为
#$

时!其
3

值为
?C%'#

当调整自由度为
#?

时!相应的
3

值为

?C$##

图
$<$%

给出了拟合的航空模型的诊断图
#

图
$<$%9

是标准化残差!该图可以用于检

查残差的
--0

假设!并找出数据中可能存在的异常值
#

图
$<$%,

给出了残差的
W8Q

图
#

理

想情况下!所有的残差
W8Q

应该在两倍的标准误差上下限内
#

图
$<$%7

给出了几个不同
.

值对应的
`

_

>=

K

<N+F

统计量的
3

值
#

如果拟合的模型能充分描述数据中的序列相关性!那
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么所有这些
3

值应该大于第
&

类错误值
#

图
$<$%

中的虚线给出了默认的第
&

类错误值

?C?'#.

的具体数值可以通过命令
,0;$(*

的子命令
*/E

来指定
#

基于图
$<$%

给出的
%

幅

图形!除了在
#:::

年年末可能有异常值外!模型看起来充分拟合了可口可乐公司股票的季

度对数盈利数据
#

图
$<$%

!

可口可乐公司股票从
#:@%

年第
#

季度到
$??:

年第
%

季度每股季度盈利对数

序列的拟合的航空模型诊断图

为了说明上述拟合的季节模型的预测性能!我们利用前
#??

个观测值!即从
#:@%

年到

$??3

年的数据!重新估计模型的参数!而把最后
3

个数据点用来进行预测评价
#

重新拟合

的模型为%#

#;J

$#

#;J

&

$

-

"

B

#

#;?C&$?:J

$#

#;?C@?::J

&

$

O

"

!

$

$

O

B?C??3&%

!以
YB#??

为预测原点!计算超前
#

!

3

步预测值和它们的标准误差
#

为了得到每股盈利的预测值!利

用第
#

章中给出的正态分布与对数正态分布之间的关系!先进行反对数变换
#

图
$<$&

给出

了模型的预测表现!其中实线表示原始序列数据!预测期的真实观测值用*

+

+标识!点预

测值用*

3

+标识
#

虚线表示
:'D

的区间预测
#

从图
$<$&

中可看出!预测显示出强烈的季节

性!并与实际观测值相近
#

真实的盈利都位于区间预测内
#

CA!
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图
$<$&

!

可口可乐公司股票季度盈利的样本外点预测和区间预测
#

预测原点为
$??3

年
#

预

测期的真实观测值用*

+

+标识!点预测值用*

3

+标识!虚线表示
:'D

的区间预测

)

代码演示
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在某些应用中!需要应用如下的多重季节模型%

#

#

'

J

$#

#

'

J

Z

$

-

"

&

#

#

'/

#

J

'/

$

J

$

$#

#

'%

J

Z

$

O

"

特别是!当
Z

&

&

时
#

这里!差分序列
7

"

B

#

#;J

$#

#;J

Z

$

-

"

的
W8Q

可能在滞后阶数为
#

"

$

"

Z;$

"

Z;#

"

Z

"

ZA#

和
ZA$

时非零
#7

"

的样本
W8Q

可以用来识别这样的模型
#

模型

7

"

&

#

#

'/

J

'%

J

Z

$

O

"

#

$<&&

$

其中!

/ '

#

和
% '

#

!是一个非乘积季节
6W

模型
#

显而易见!在式#

$<&&

$的模型中

有
*

ZA#

B?#

乘积模型比对应的非乘积模型更节省!因为虽然两个模型都用了相同数目的参

数!但是乘积模型有更多非零的
W8Q#

$"&"'

!

季节哑变量

当一个时间序列的季节模式是随时间稳定#即!近似于确定性函数$时!可用哑变量

#

0>//

H

P9*-9,21

$来处理季节性
#

这里所谓的季节哑变量!是指用指示变量来代表一年中

的各个季节
#

对于季度数据!哑变量分别代表春季"夏季"秋季和冬季!其中的
%

个哑变

量将用于分析中
#

许多分析师采用这种分析方法
#

然而!确定性的季节只是前面讨论的多重

季节模型的一个特殊情形
#

特别地!如果
%

B#

时!模型#式#

$<&%

$$包含一个确定性的季节

成分
#

因此!当季节模式是确定性时!用哑变量或者多重季节模型都能得到相同的预测结

果
#

但是!当季节模式不是确定性的时候!哑变量方法会导致较差的预测
#

在实际中!我

们建议用精确似然法去估计一个多重季节模型!特别是当样本容量较小或可能存在一个确

定性的季节成分时
#

例
$"5

!

为了说明确定性的季节性!考虑
8"Y]

第
#

个
#?

分位#市值最大的公司$指数

从
#:3?

年
#

月到
$??@

年
#$

月的月简单收益率!共有
&(@

个观测值
#

图
$<$'9

给出了序列

的时序图!该时序图并没有显示出序列有明显的季节性
#

然而!图
$<$',

给出的样本
W8Q

在滞后阶数为
#$

"

$&

"

%(

以及滞后阶数为
#

处显著不为零
#

如果选用季节
W"6W

模型!

则模型具有以下形式%

#

#

'-

#

J

$#

#

'-

#$

J

#$

$

G

"

&

#

#

'/

#$

J

#$

$

O

"

其中
G

"

表示月简单收益率
#

去除不显著的参数后!拟合的模型为%

#

#

'

?C#3:J

$#

#

'

?C:@:J

#$

$

G

"

&

#

#

'

?C:#%J

#$

$

O

"

!

!

$

$

O

&

?C??&3$

从拟合的模型中可以清楚地看到!季节
W"

和
6W

因子近乎相互抵消
#

这表明精确似然方

法应用的有效性!并且估计的结果说明可能存在确定性的季节性
#

为了进一步证实确定性
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的季节性存在的论断!我们定义关于
#

月的哑变量!即

e9=

"

&

# "

是一月

?

- 其他月

并应用简单线性回归

G

"

&

&

?

$

&

#

e9=

"

$

W

"

拟合的模型为
G

"

B?C??$:A?C#$'%e9=

"

AW

"

!其中估计的标准误差分别为
?C??%%

和

?C?##'#

图
$<$'9

"

,

分别给出了上述简单线性回归残差的时序图和残差的样本
W8Q#

从

样本
W8Q

来看!在滞后阶数为
#$

"

$&

和
%(

处的序列相关性大大消除了
#

这表明通过
#

月

哑变量!已经成功地消除了第
#

个
#?

分位收益率的季节模式
#

因此!第
#

个
#?

分位的月

简单收益率的季节性主要是由于
*

月效应#

e9=>9*

H

1JJ17.

$导致的
#

图
$<$'

!

8"Y]

第
#

个
#?

分位指数从
#:3?

年
#

月到
$??@

年
#$

月的月简单收益率

)

代码演示#输出经过编辑!

D

表示注解$

4B!

金融时间序列的线性模型



$"!%

!

带时间序列误差的回归模型

在许多应用中!主要兴趣在于两个时间序列的关系上
#

金融中的市场模型#

69*51.

6+012

$显然就是其中一个例子!它要找出个股的超额收益率与市场指数收益率之间的关

系
#

利率的期限结构是另一个例子!它研究的是不同期限利率之间的关系是怎样随时间演

变的
#

这些例子导致我们考虑如下形式的线性回归%

>"

&!$

&

-

"

$

W

"

#

$<&'

$

其中
>"

和
-

"

是两个时间序列!

W

"

表示误差项
#

经常用最小二乘#

Ỳ

$法来估计模型

#式#

$<&'

$$

#

若-

W

"

.是白噪声序列!则
Ỳ

给出的估计是相合的
#

然而!在实际中经常遇到

误差
W

"

是前后相关的情形
#

这时!模型#式#

$<&'

$$就是一个带时间序列误差的回归模型!

最小二乘法#

Ỳ

$所产生的
!

和
&

的估计可能是不相合的
#

带时间序列误差的回归模型在经济"金融中有广泛应用
#

然而!应用该模型必须小

心!不要忽视
W

"

的前后相关性
#

此模型值得我们仔细研究
#

我们通过考虑如下两个美国周利率序列之间的关系来介绍该模型%

#

$

-

#"

%一年期固定期限国库券利率
#

$

$

-

%"

%三年期固定期限国库券利率
#
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这两个序列都是以百分数给出!观测时间都是从
#:($

年
#

月
'

日至
$??:

年
#?

月
&

日!都有
$&(3

个观测值!数据是从圣路易斯联邦储备银行得到的
#

严格地讲!应该利用多

元时间序列分析对这两个利率序列联合建模#

G49

H

!

$?#?

!第
@

章$

#

然而!为了简单起

见!我们将注意力放在回归类型的分析上!并且忽略它们的同时性
#

图
$<$(

是上述两个利率序列的时序图!实线是一年期的利率!虚线是三年期的利

率
#

图
$<$39

是
-

#"

和
-

%"

的散点图!正好与预期的一样!这两种利率是高度相关的
#

描述

这两种利率之间关系的一个简单方式是利用简单模型
-

%"

B

!

A

&

-

#"

AW

"

!所拟合的模型是

-

%"

&

?C@%$

$

?C:%?-

#"

$

W

"

!

!

$

W &

?C'$%

#

$<&(

$

图
$<$(

!

从
#:($

年
#

月
'

日到
$??:

年
&

月
#?

日

美国周利率#百分比$的时序图%实线是

一年期固定期限国债利率!虚线是三年

期固定期限国债利率

!

图
$<$3

!

从
#:($

年
#

月
&

日到
$??:

年
&

月
#?

日

美国周利率的散点图

其中
%

$

B:(C'D

!两个系数的标准误差分别为
?C?$&

和
?C??&#

模型#式#

$<&(

$$证实

了两种利率之间的高度相关性
#

然而!由图
$<$@

所示的该模型残差时序图及残差
W8Q

可

见!该模型是严重不充分的
#

特别地!残差的样本
W8Q

是高度显著的!并且缓慢衰减!显

示出单位根非平稳时间序列的特点
#

残差的表现说明两种利率间存在明显的差异
#

利用现

代计量经济学方法!如果我们假定两个利率序列都是单位根非平稳的!那么式#

$<&(

$中残

差的表现说明这两种利率序列不是协整的#

7+-=.1

K

*9.10

$!见
G49

H

!#

$?#?

!第
@

章$关于协

整的讨论$

#

换言之!数据不支持关于两种利率间存在长期均衡关系的假设
#

从某种意义

上讲!这不意外!因为*逆收益曲线+#

-=P1*.10

H

-1207>*P1

$在数据所在的时间段内出现了
#

*逆收益曲线+指的是利率与它们离到期日的时间长短逆相关
#

两个利率序列和式#

$<&(

$中的残差的单位根表现使我们想到考虑利率变化量序列
#

令

#

$

<

#"

B-

#"

;-

#

!

";#

B

#

#;J

$

-

#"

!

"

4

$

%一年期利率的变化量
#

$

$

<

%"

B-

%"

;-

%

!

";#

B

#

#;J

$

-

%"

!

"

4

$

%三年期利率的变化量
#

并考虑线性回归
<

%"

B

&

<

#"

AW

"

#

图
$<$:

所示的是两个变化量序列的时序图!而图
$<$3,

所示的是

它们之间的散点图
#

这两个变化量序列仍然是高度相关的!对它们拟合的线性回归模型为

=B!

金融时间序列的线性模型

#?@

!

!
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<

%"

&

?C3:$<

#"

$

W

"

!

!

$

W &

?C?(:?

#

$<&3

$

图
$<$@

!

两种美国周利率的线性回归#式#

$<&&

$$的残差序列

图
$<$:

!

从
#:($

年
#

月
#$

日到
#:::

年
:

月
#?

日美国周利率变化量序列的时序图
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其中
%

$

B@$C'D

!系数的标准误差是
?C??3%#

此模型进一步证实了两种利率间很强的线性

相关性
#

图
$<%?

给出了式#

$<&3

$残差的时序图和样本
W8Q#

该样本
W8Q

又表明残差中有

一些显著的前后相关性!但相关系数的绝对值很小
#

残差的这种弱前后相关性能用前面几

节中讨论的简单时间序列模型来描述!从而得到一个带时间序列误差的线性回归
#

这一节的主要任务是讨论用一个简单方法来建立带时间序列误差的线性回归模型
#

这

种方法是直接的
#

我们对残差序列选用一个本章所讨论过的简单时间序列模型!然后联合

估计整个模型
#

为了说明!考虑式#

$<&3

$中的简单线性回归
#

因为模型的残差是前后相关

的!所以我们给残差识别一个简单的
W"6W

模型
#

从图
$<%?

的样本
W8Q

看出!

6W

#

#

$

模型对残差序列是适合的!把线性回归模型修改为

<

%"

&

&

<

#"

$

W

"

!

!

W

"

&

O

"

'/

#

O

"

'

#

#

$<&@

$

其中-

O

"

.是一个白噪声序列
#

换句话说!我们简单地用不带常数项的
6W

#

#

$模型来刻画

式#

$<&3

$中误差项的前后相关性
#

结果得到的模型是带时间序列误差的线性回归模型的简

单例子
#

在实际应用中!可把更复杂的时间序列模型加到线性回归方程上去!形成通用的

带时间序列误差的回归模型
#

图
$<%?

!

两种美国周利率变化的线性回归#式#

$<&'

$$的残差序列

在现代计算机出现之前!估计带时间序列误差的回归模型不是一件容易的事
#

人们提

出一些特殊的方法!如
8+7T*9=1<U*7>..

估计量!来处理残差中的前后相关性#

d*11=1

!

$??%

!第
$3%

页$

#

但现在这种估计与其他时间序列模型的估计一样容易
#

若所用的时间序

列模型是平稳的"可逆的!则可用最大似然法把模型一起估计出来
#

这就是我们应用
"

的

命令
('$.(

时所应用的方法
#

对美国的周利率数据!所拟合的模型#式#

$<&@

$$为

AB!

金融时间序列的线性模型



<

%"

&

?C3:&<

#"

$

W

"

!

!

W

"

&

O

"

$

?C#@$%O

"

'

#

!

!

$

O &

?C?(3@

#

$<&:

$

其中
%

$

B@%C#D

!参数的标准误差分别为
?C??3'

和
?C?#:(#

此模型不再有显著的滞后阶

数为
#

的残差
W8Q

!虽然在滞后阶数为
&

"

(

和
3

时残差有较小的前后自相关性!但是!

如果在残差方程中加上滞后阶数为
&

"

(

和
3

的
6W

系数!结果改进并不大!这里没有给

出具体结果
#

比较式#

$<&(

$"式#

$<&3

$和式#

$<&:

$这三个模型!我们观察到如下几点%第一!模

型#式#

$<&(

$$的高
%

$

#

:(C'D

$和系数#

?C:%?

$导致人们的错误认识!因为该模型的残差有

强烈的前后相关性
#

第二!对于利率变化量序列!式#

$<&3

$和式#

$<&:

$对应模型的
%

$ 和
<

#"

的系数都很接近
#

这说明对这个具体例子来说!给变化量序列加上一个
6W

#

#

$模型所得到

的改进不大
#

这一点不出乎意料!因为估计出的
6W

系数不是较大的数值!尽管它是高度

统计显著的
#

第三!上述分析表明在线性回归分析中检验残差的前后相关性是很重要的
#

从式#

$<&:

$!该模型表明前述两个周利率序列有如下关系%

-

%"

&

-

%

!

"

'

#

$

?C3:&

#

-

#"

'

-

#

!

"

'

#

$

$

O

"

$

?C#@$O

"

'

#

这两种利率是相互影响并前后相关的
#

)

代码演示#输出经过编辑$
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小结

我们给出分析带时间序列误差的线性回归模型的一般步骤%

#

$拟合一个线性回归模型并检验其残差的前后相关性
#

$

$如果残差序列是单位根非平稳的!则对因变量和解释变量都做一阶差分
#

然后对两

个差分后的序列进行第
#

步
#

若这时的残差序列是平稳的!则对残差识别一个
W"6W

模

型并相应地修改线性回归模型
#

%

$用最大似然法进行联合估计!并对模型进行检验!查看是否需要进一步改进
#

为检验残差的前后相关性!我们推荐使用
`

_

>=

K

<N+F

统计量!而不使用
b>*,-=<a9.<

4+=

#

ba

$统计量!因为后者只考虑滞后阶数为
#

的前后相关性
#

有时残差的前后相关性表

现在高阶间隔上!尤其是在所涉及的时间序列呈现某种季节性的时候
#

注记!设有残差序列
W

"

的
F

个观察值!

b>*,-=<a9.4+=

统计量是

ba

&

$

F

"

&

$

"

W

"

'

W

"

'

#

#

$

$

F

"

&

#

W

$

"

直接计算表明
ba

"

$

"

#;

*

#

#!其中
*

#

是)

W

"

*的滞后阶数为
#

的
W8Q#

注记!在一些应用中!人们可能着重于对线性回归模型做出推断!而不是直接对残差

序列的相关性结构感兴趣
#

这时候!得到回归系数的协方差矩阵的相合估计就足够了
#

在

出现相关性和条件异方差时!文献中有多个方法可以用来估计回归系数的协方差矩阵
#

感

兴趣的读者可以参阅
G49

H

"

$?#?

!

$C#?

节#

#

$"!!

!

长记忆模型

我们已经讨论过!平稳序列的
W8Q

在滞后阶数增加时呈指数衰减
!

但是!对单位根非

平稳时间序列!可以证明对任意固定的滞后阶数!当样本容量增加时!样本
W8Q

收敛于
#

#

8T9=

和
a1-

#

#:@@

$,

G-9+

和
G49

H

#

#:@%

$$

!

另外也存在一些时间序列!随着滞后阶数的

增加它们的
W8Q

以多项式的速度缓慢衰减到
?#

这些时间序列称为长记忆时间序列#

2+=

K

<

/1/+*

H

.-/141*-14

$

#

长记忆时间序列的一个例子就是如下定义的分数差分序列%

#

#

'

J

$

[

-

"

&

O

"

!'

?C'

'

[

'

?C'

#

$<'?

$

CB!
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其中-

O

"

.是一个白噪声序列
#

模型#式#

$<'?

$$的性质已在文献中得到广泛的研究#

X+45-=

K

!

#:@#

$

#

我们把它的一些性质概括如下%

#

$若
[

'

?C'

!则
-

"

是弱平稳过程并有无穷阶
6W

表示%

-

"

&

O

"

$

$

L

6

&

#

,

6

O

"

'

6

其中

,

)

&

[

#

#

$

[

$)#

)

'

#

$

[

$

)

3

&

#

)

$

[

'

#

$3

)

3#

[

'

#

$3

$

$若
[

&

;?C'

!则
-

"

是可逆的并有无穷阶
W"

表示%

-

"

&

$

L

6

&

#

0

6

-

"

'

6

$

O

"

其中

0

)

&

'

[

#

#

'

[

$)#

)

'

#

'

[

$

)

3

&

#

)

'

[

'

#

$3

)

3#

'

[

'

#

$3

%

$对
;?C'

'

[

'

?C'

!

-

"

的
W8Q

为

*

)

&

[

#

#

$

[

$)#

)

'

#

$

[

$

#

#

'

[

$#

$

'

[

$)#

)

'

[

$

!

!

)

&

#

!

$

!)

特别地!

*

#

B[

&#

#;[

$!且当
)

.L

时

*

)

"

#

'

[

$3

#

[

'

#

$3

)

$[

'

#

&

$对
;?C'

'

[

'

?C'

!

-

"

的偏自相关函数#

]W8Q

$为
-

)

!

)

B[

&#

);[

$!

)B#

!

$

!)

#

'

$对
;?C'

'

[

'

?C'

!作为
-

"

的
W8Q

的傅里叶变换的
-

"

的谱密度函数
K

#

.

$!它满足

K

#

.

$

(

.

'

$[

!

!.

.

?

#

$<'#

$

其中
.(

'

?

!

$

"

(表示频率
#

当
[

'

?C'

时!我们对
-

"

的
W8Q

的性质特别感兴趣
#

这个性质表明
*

)

!

)

$[;#是以多项

式速度衰减!而不是以指数速度衰减
#

正因为这个原因!这样的
-

"

过程称为长记忆时间序

列
#

式#

$<'#

$中的谱密度的特殊特征是!当
..

?

时谱发散到无穷
#

然而!平稳
W"6W

过

程的谱密度函数对所有
.(

'

?

!

$

"

(是有界的
#

前面我们用到了非整数幂的二项式定理%

#

#

'

J

$

[

&

$

L

)

&

?

#

'

#

$

#

)

$

[

)

J

)

!

#

!

[

$

)

&

[

#

[

'

#

$)#

[

'

)

$

#

$

)

3

若分数差分序列#

#;J

$

[

-

"

服从一个
W"6W

#

3

!

I

$模型!则称
-

"

为一个
W"QM6W

#

3

!

[

!

I

$过程!它是
W"M6W

模型的推广!这里允许
[

为非整数
#

在实际中!如果一个时间序列的样本
W8Q

在数值上不大!但衰减得很慢!则该序列可

能有长记忆
#

作为说明!图
$<%#

所示的是
#:3?

年
#

月
$

日至
$??@

年
#$

月
%#

日的
8"Y]

价值加权指数和等权重指数的日简单收益率的绝对值序列的样本
W8Q

值
#

可见
W8Q

的数

值相对较小!但衰减得很慢!甚至在滞后阶数为
%??

之后还是在
'D

的水平下是显著的
#

对于绝对值收益率序列的样本
W8Q

的表现!更多的讨论参见
b-=

K

等#

#::%

$

#

对式#

$<'?

$

中的纯分数差分模型!我们可以用最大似然法或带低频对数周期图的回归方法来估计
[#
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可以参考!例如
d1̂ 151

和
]+*.1*<X>095

#

#:@$

$的工作
#

最后!长记忆模型在金融文献中

受到关注!部分原因是由于在连续时间模型中关于分形布朗运动的工作
#

图
$<%#

!

8"Y]

价值加权指数和等权重指数的日简单收益率的绝对值序列的样本

W8Q!

样本周期为
#:3?

年
#

月
$

日到
$??@

年
#$

月
%#

日

例
$"6

!

为了说明长记忆时间序列的建模!我们考虑
8"Y]

价值加权指数从
#:3?

年
#

月

$

日到
$??@

年
#$

月
%#

日的绝对日收益率
#

图
$<%#9

给出了序列的样本
W8Q

图
#

把该序列作

为纯分数差分过程并应用
d1̂151<]+*.1*<X>095

方法!我们得到
[

B?C%3$

!标准误差为

?C?3?#

该估计值的确在平稳和可逆的区间#

?

!

?C'

$内
#

如果我们应用
WQ"M6W

#

#

!

[

!

#

$模

型!并应用最大似然估计法!我们得到拟合的模型为

#

#

'

?C##%J

$#

#

'

J

$

?C&:#

>"

&

#

#

'

?C'3(J

$

O

"

其中
>"

是绝对收益!估计的标准误差按照出现顺序分别为
?C??(

"

?C??@

和
?C??(#

这些估

计是高度显著的
#

特别地!分数参数的估计接近非平稳的边界
?C'#

最后!可以应用
"

的

E'(1;$EE

添加包来估计
WQ"M6W

#

3

!

[

!

I

$模型
#

)

代码演示

EC!

金融时间序列的线性模型



$"!$

!

模型比较和平均

在实际应用中!对于一个给定时间序列来说完全正确的模型是不存在的
#

所有的统计模

型都只能估计数据的动态相关性!而且适合给定数据的拟合模型不止一个
#

这样!就会产生

多个模型如何比较的问题
#

本节中!我们将介绍比较时间序列模型的两种方法
#

这两种方法

都属于统计准则!它们提供了模型选择的一些规则
#

然而!它们也只是一些参考规则!事实

上!在选择模型时数据分析的目的和所考虑问题的实际信息都是要考虑的重要因素
#

$"!$"!

!

样本内比较

如果数据分析的目的是为了研究一个时间序列的动态结构!那么我们可以用样本内方

法来比较不同的模型
#

样本内法就是利用所有数据来进行模型估计和比较
#

这样!信息准

则#如
WM8

和
NM8

$和残差方差的估计都可用来进行模型比较
!

如果选定其中一个准则!那

么它的值越小!模型就越好
!

例如!考虑
8"Y]b17-21#

指数从
#:3?

年
#

月到
$??@

年
#$

的数据!我们利用例
$C3

中的季节
W"6W

模型和
#

月为哑变量的回归模型
!

对于该回归模

型!残差的标准误差是
?C?(:

!而在季节
W"6W

模型中该值为槡?C??&3$B?C?(@3!

如果

样本内比较法把残差的标准误差作为模型选择标准!那么就会选择季节
W"6W

模型
#

对

于这个例子!这两个模型间的差别很小
#

$"!$"$

!

样本外比较

若建立时间序列模型是为了预测!那么进行模型比较就要考虑模型的预测能力
#

在进

行样本外比较时!一般用预测误差的均方#

619=Y

f

>9*1+JQ+*1794.V**+*

!

6YQV

$来量化

模型的预测能力
#

这种模型比较的方法在金融文献中叫做回测检验#

,975.14.-=

K

$

#

我们利

,C
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用超前
#

步预测来介绍这种方法
#

不过!该方法对超前多步预测也适用
#

回测检验

统计模型回测检验的步骤如下%

#

$将数据集分割为估计子样本和预测子样本
#

这里没有具体的指导准则!但是每一个

子样本要包含足够多的数据点!确保估计和
6YQV

的计算尽可能准确
#

$

$用估计子样本中的数据进行估计!利用拟合模型得到超前
#

步预测和它的预测误

差
#

具体地!我们假设估计子样本是-

-

"

"B#

!)!

Y

.

#

用前
Y

个数据点来计算超前
#

步

预测
-

Y

#

#

$和它的预测误差
W

Y

#

#

$

B-

YA#

;

-

Y

#

#

$

#

模型估计过程中没有用到数据点
-

YA#

#

%

$对估计子样本添加一个新的数据点!变为-

-

"

"B#

!)!

YA#

.

#

用前
YA#

个数据点

重新估计模型!计算超前
#

步预测和它的预测误差
#

也就是!计算
W

YA#

#

#

$

B-

YA$

;

-

YA#

#

#

$!

其中
-

YA#

#

#

$是以
YA#

为预测原点的新拟合模型的超前
#

步预测
#

&

$重复步骤
%

$!直到超前
#

步预测误差为
W

F;#

#

#

$

B-

F

;

-

F;#

#

#

$!

F

为样本量
#

那么!模型的
6YQV

是

6YQV

#

.

$

&

$

F

'

#

+&

Y

'

W

+

#

#

$(

$

F

'

Y

其中
.

表示所用的模型
#

我们把最小
6YQV

对应的模型作为这组数据的最好模型
!

在实际

中!我们用
6YQV

的平方根!而不是
6YQV

本身
!

度量模型预测能力的其他度量有平均绝

对预测误差#

619=9,4+2>.1Q+*1794.V**+*

!

6WQV

$和偏差#

N-94

$!它们分别定义为%

6WQV

#

.

$

&

$

F

'

#

+&

Y

W

+

#

#

$

F

'

Y

!

!

N-94

#

.

$

&

$

F

'

#

+&

Y

W

+

#

#

$

F

'

Y

图
$<%$

!

从
#:&3

年第
#

季度到
$?#?

年第
$

季度美国实际季度
db]

的时序图

例
$"&

!

考虑从
#:&3

年第
#

季度到
$?#?

年第
$

季度的美国季度实际
db]!db]

数据来

源于圣路易斯#

Y. +̀->4

$联邦储备银行#

Q101*92"141*P1N9=5

$!已做了季度调整!以
$??'

年

db]

为基础进行通胀调整!以
#?

亿美元为单位#

,-22-+=4+J7T9-=10$??'0+229*4

$

#

图
$<%$

表明

4C!
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实际季度
db]

的对数值和增长率序列
#

我们关注的是增长率序列!记为
-

"

#

图
$<%%

显示了

-

"

的样本
W8Q

和
]W8Q#

从这个图可以看出!它们衰减的速度很快
#]W8Q

说明该数据可以用

W"

#

%

$模型
!

利用
"

语言中的
('

命令获取的
WM8

值也表明!

W"

#

%

$模型较好
#

拟合的模型为%

#

#

'

?C%&(J

'

?C#%?J

$

$

?C#$%J

%

$#

-

"

'

?C??3:

$

&

O

"

!

!

$

$

O &

@C%$

*

#?

'

'

#

$<'$

$

其中估计的标准误差依次分别是
?C?($

"

?C?((

"

?C?($

和
?C???:#

拟合的
W"

#

%

$模型的
WM8

是

;#(&@C&'#

图
$<%&

表明
W"

#

%

$模型的模型检验统计量
#

这些图可以说明
W"

#

%

$模型是充分的
#

图
$<%%

!

美国从
#:&3

年第
$

季度到
$?#?

年第
$

季度的季度实际
db]

增长率的样本
W8Q

和
]W8Q#

虚线表示两个标准误差的上下限

图
$<%&

!

从
#:&3

年第
$

季度到
$?#?

年第
$

季度美国的实际季度
db]

增长率的拟合

W"

#

%

$模型的检验
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由于数据已做了季节调整!所以为了进行模型比较!我们也使用季节模型

#

#

'

?C%%#J

'

?C#'$J

$

$

?C##?J

%

$#

#

'

?C&:3J

&

$#

-

"

'

?C??3:

$

&

#

#

'

?C'@3J

&

$

O

"

#

$<'%

$

其中估计的标准误差分别是
?C?(%

"

?C?(3

"

?C?(&

"

?C$'@

"

?C???@

和
?C$%(

!残差方差是

$

$

O

B@C$&I#?

;'

#

季节
W"

参数仅仅略微显著
#

模型检验不能说明拟合的季节模型不充分

性
#

模型#式#

$<'%

$$的
WM8

是
;#(&(C:%#

现在!我们对式#

$<'$

$和式#

$<'%

$的模型进行比较
#

用样本内比较法!

WM8

选择

W"

#

%

$模型
#

用样本外法进行比较!以
$???

年第四季度为预测原点!按照回测检验的步

骤!在预测时间段内有
%@

个季度
#

对于超前
#

步预测来说!

W"

#

%

$模型和季节模型的预测

误差的平方根分别为
?C??(#'

和
?C??(%$

!这说明
W"

#

%

$模型更好
#

平均绝对预测误差分

别是
?C??&&%

和
?C??&''

!这也说明
W"

#

%

$模型比季节模型好
#

最后!上例中!对于实际
db]

增长率序列来说!样本内和样本外法都选择了同一个

W"

#

%

$模型
#

在实际应用中!样本内和样本外法可能会选择不同的模型!初始预测原点的

选取也可能影响模型的选择结果
#

因此!我们建议选取不同的初始预测原点进行比较!以

便更好地理解模型比较的结果
#

注记!例
$C:

的回测检验是用
"

脚本
&(1F,+0,

来实现的!可以在本书的网站下载
#

)

代码演示

=C!

金融时间序列的线性模型
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!

模型平均

当有多个模型可以很好地拟合给定的时间序列数据时!我们除了从中选择某个模型

外!也可以利用所有这些模型产生一个组合预测
#

这种技术在统计文献中叫做模型平均

#

/+0129P1*9

K

-=

K

$

#

假设有
.

个可用模型!它们都能给出一个时间序列的无偏预测
#

这里

无偏预测是指相关联的预测误差的期望为
?#

令
-

6

!

YA#

是模型
6

在预测原点
Y

的超前
#

步预

测!那么组合预测可定义为

-

Y

$

# &

$

.

6

&

#

7

6

-

6

!

Y

$

#

其中
7

6

是一个非负实数!表示模型
6

的权重!满足
$

.

6

&

#

7

6

&

##

权重
7

6

可以通过多种方

式来确定
#

比如!在贝叶斯推断中!

7

6

是模型
6

的后验概率
#

这里!我们采用简单平均!

即
7

6

B

#

.

#

有限的经验表明!这种简单平均在实际中很有效
#

习题

除非特别声明!在以下习题中都用
'D

的显著性水平来得出结论
!

!"

考虑从
#:&@

年
#

月到
$?##

年
##

月美国失业率的月数据#见文件
.

<

#>'(,+

<

DGCC

C

,?,

$!数据来自美国

圣路易斯的联邦储备银行
!

#

9

$该失业率的月数据是否存在单位根4 为什么4

#

,

$根据该数据建立一个时间序列模型并检验模型是否已充分拟合数据
!

然后!根据所建立的模型对

美国
$?##

年
#$

月和
$?#$

年前
%

个月的失业率进行预测
!

#注意%适合该数据的模型不止一个!只

要模型充分即可
!

$

#

7

$拟合的模型是否存在商业周期4 为什么4

$"

以
ROYV

&

W6V[

&

RWYbWj

的市场资本为基础考虑
8"Y]b17-21#

"

$

"

'

"

:

"

#?

投资组合的月简单收

益率
!

该数据的时间区间是从
#:(#

年
#

月到
$?##

年
:

月
!

#

9

$对于
b17-21$

和
b17-21#?

的收益序列!在
'D

的显著性水平下检验%原假设是滞后阶数为
#

!

#$

的

自相关系数均为
?!

给出你的结论
!

#

,

$对于
b17-21$

的收益率序列建立一个
W"6W

模型!对模型进行检验并写出拟合的模型
!

#

7

$利用拟合的
W"6W

模型对序列进行超前
#

!

#$

步预测!并给出预测的相关标准误差
!
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第
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'"

考虑在
$??3

年
#

月
$

日到
$?##

年
#$

月
$%

日期间!苹果公司股票每天的股价波动幅度#即当天的最高

价减去当天的最低价$

!

这个数据可以用
"

添加包
=#(>,./;

从雅虎财经获得
!

计算这个时间序列开

始
#??

滞后期数的
W8Q

值!存在长范围相依的证据吗4 为什么4 如果这个数据存在长记忆!请建立该

数据的
W"M6W

模型
!

("

考虑
6++0

H

公司
W99

和
N99

级季度债券从
#:#:

年
#

月到
$?##

年
##

月的月收益率
!

该数据源于美国圣

路易斯联邦储备银行的
Q"Vb!

考虑
W99

债券的月对数收益率序列!建立时间序列模型并对模型进行

检验
!

3"

继续考虑
W99

债券的月对数收益序列!利用指数平滑法求超前
#

!

#$

步的样本外预测!预测原点是

$?#?

年
##

月
!

4"

考虑前面所讨论的两个债券的收益率序列!它们之间存在什么关系4 为了回答这个问题!首先对数据

取对数!然后利用
N99

级债券的收益率作为解释变量!建立
W99

级债券收益率数据的时间序列模型
!

写出拟合的模型并对模型进行检验
!

5"

考虑强生#

e+T=4+=\e+T=4+=

$公司股票从
#::$

年第
#

季度到
$?##

年第
$

季度每股季度收益数据
!

文本

文件
=

<

H>H

<

+('>0

<

IJCC

C

,?,

中的数据来源于
GT+/4+="1>.1*4

的
Q-4*.8922X-4.+*-792b9.9,941!

如果

需要可以对数据取对数
!

建立时间序列模型并进行模型检验!写出所拟合的模型
!

利用
#::$

年到
$??@

年的数据重新进行拟合!并写出季度收益的超前
#

!

#?

步预测!画出预测值的时序图
!

6"

考虑美国从
#:&3

年第
#

季度到
$?##

年第
%

季度的季度实际
dR]

!该数据存放于文件
=

<

"8KLIM

C

,?,

中!数据已做了季节调整!以
$??'

年
dR]

为基础进行了通胀调整!以
#?

亿美元为单位#

,-22-+=4+J

7T9-=10$??'0+229*4

$

!

假设
-

"

代表
dR]

增长率的时间序列数据
!

#

9

$通过
('

命令!应用
WM8

准则!可以为
-

"

识别一个
W"

#

&

$模型
!

拟合这个模型!拟合的模型充分

吗4 为什么4

#

,

$数据
-

"

的样本
]W8Q

识别的是
W"

#

%

$时间序列模型
!

拟合这个模型!拟合的模型充分吗4 为

什么4

#

7

$如果用样本内法进行比较!哪个模型好4 为什么4

#

0

$以
$??&

年第
&

季度为预测原点!把数据分为估计样本和预测样本!应用回测检验!并以
6YQV

为

标准!为
-

"

选择一个模型!并给出选择该模型的理由
!
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